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Avant Propos 


Cet ouvrage est conforme au nouveau programme officiel de la 3°" année 
secondaire, section Mathématique, applicable à partir de l'année scolaire 
2006-2007. 


Le cour est bien entendu, nécessaire, et ses principaux résultats doivent 
étre parfaitement connus avant toute chose. Mais il ne saurait suffire. 
Combien d'éléves a-t-on vu qui malgré une bonne maîtrise de leurs cours, ne 
parvenaient méme pas à démarrer un exercice ? Dans la plupart des cas, ils 
manquent tout simplement de méthode. Le cour sans les méthodes, c'est le 
savoir sans le savoir — faire : ca ne sert à rien.Cet ouvrage est par conséquent 
nécessaire pendant l'année scolaire afin d'assimiler utilement le cours en vue 
des exercices, et à plus forte raison indispensable dans la perspective de la 
préparation aux devoirs et aux épreuves du Bac. 


Ce livre est un véritable outil de travail : 

» Les résumés de cours : rappellent les résultas essentiels illustré 
d'application directes pour surmonter les difficultés du cours. 

> Les réflexes : La plupart des élèves bloque souvent sur les mêmes 
difficultés, connaître les astuces et les réflexes qui les débloquent 
améliorera leur compétence. 

» Des exercices groupés par thémes et par ordre de difficulté croissante. 

> Des problèmes puisés dans des situations réelles, de la vie courante, dans 
des contextes mathématiques ou en rapport avec l'environnement et ce en 
conformité avec les objectifs du nouveau programme. 

> Tous les exercices et les problèmes sont corrigés intégralement et 

commenté dans un langage simple et rigoureux. 

© Une règle d’or : 

Attachez vous à résoudre les exercices sans regarder le corrigé (éviter même 
le "petit coup d'œil" ). Si au bout de 10 minutes vous n'y parvenez pas, lisez la 
solution puis refaites l'exercice quelques jours aprés, pour voir si vous avez 
vraiment compris. 


Nous souhaitons que cet ouvrage vous permettrait d'acquérir les bons 
réflexes, ceux qui vous donnerez l'aisance nécessaire pour aborder, avec 
confiance et. sérénité, les devoirs de mathématiques. 

Nous conclurons cet avant - propos par une remarque frappée au coin du 
bon sens, empruntée au mathématicien George Polya, dont chacun devinera 
sans peine les destinataires : « De méme que apprendre à ,nager , il faut se 
mettre à l'eau , pour savoir résoudre des problémes , il faut en résoudre ». 


Sommaire 


Résumé 
hapitre 
Généralités sur les 
fonctions 
Limites — Continuités 


Limites — 









Enoncé | Solution 
page page 


N 
A 


2 


+. UI 
CA © 
— un 





110 116 


Exemples d'étude de 
fonctions 
Fonctions 
VIII 
trigonométriques 
Suites réelles 
Limites d'une suite 
réels 








Généralités sur les fonctions Résumé de cours 





Chapitre I 
Généralités sur les fonctions 


Définition d'une fonction : Ensemble de définition. 
* Une fonction est une relation • On dit que f est définie sur 
qui a tout élément d'un un ensemble D . 
ensemble A de départ associe Si et seulement si pour tout x de D 
au plus un élément appelé f (x) existe. 
image dans l'ensemble 
d'arrivée B : Représentation graphique : 
e Notation: f: А > B La représentation graphique 
X > f(x)=y est l'ensemble des points M(x,f(x)) 
"опе fonction f dans un repère (o,]) 


On lit y égale f de x. 


Définition : 
Soit f définie sur D, I une partie de D. 
On appelle restriction de f à I, la fonction g définie sur I par g(x) = f(x) 
Exemple : f(x) = x! sur IR 
о(х) = x? sur IR „ alors g est la restriction de f sur IR, 


Propriétés | Relation Intervalle | Propriétés pour | Représentation 
d'étude Ce 


paire Pour tout IR, (1D | Dans un repère 
xeD, orthogonal (oy) 
| xeD axe de symétrie 


f(-x)=f(x) de 6, 





Impaire Pour tout IR, ND | Dans un repère 
x eD O est un centre 
on ait de symétrie 


x eD де 6, 
-х)= -f(x) 
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Périodique | Pour tout [х,ар C. est obtenue 


(de хє р E en translatant la 
période P) | on ait courbe f sur I 
P>0 | xtpeD par le vecteur 


f(x+p)=f(x) pk ï avec k eZ 





| Sens de variation 


f une fonction et I un intervalle continue dans le domaine de Ч 
e f est croissante sur T f(b) 

Si et seulement si pour tout a, b € I 

Sia <b alors а) < f(b) 

e f est décroissante sur I 

Si et seulement si pour tout a, b e I 

Si a <b alors f(a) > f(b) 

e f est constante sur I signifie que 

pour tout a,b € I on a f(a)= f(b) 

• f est monotone signifie que 

f est Croissante où décroissante. 

Théorémes: 

e f est croissante et positive sur Ï => Vf est croissante sur I 


e f est décroissante et positive sur I => Vf est décroissante sur I 


Majorant - Minorant 


f est une fonction définie sur I 

e Me IR , On dit que f est majorée sur I par M 

Si et seulement si pour tout x € I, f(x) < M 

e mc IR , on dit que f est minorée sur I par m 

Si et seulement si pour tout x eI ; f(x) 2 m. 

e f est bornée sur I si et seulement si il existe 
m, М e IR. tel que m < х) < M 

Exemple : 
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eRemarque : 

51 M est majorant de f alors tout réel M' tel que M'2 M est un majorant 
de f. 

Si m est un minorant de f alors tout réel tel que m’ < m est un minorant 


de f. 
aximum - Minimum 


f définie sur un intervalle I de IR 
e x „c I, on dit que f présente en xo un maximum égal à f(xo) 


si et seulement si, pour tout x eI ,f(x) < f(x,) 
• x, c I, on dit f présente en хо un minimum égal à f(x o) 
si et seulement si pour tout xe Ï , f(x,) < f(x) 





Opérations sur les fonctions: 


1) Produit d'une Fonction par un réel k: 

(k f) (x)= k. f(x) 

e Domaine de définition de k.f est égale à Dç 

e k> 0 —f et k.f ont même sens de variation 

ek«0 => f et k.f ont des sens de variation contraires 
2) Fonction somme : f+ g 

(f + g)(x)= f(x) + g(x) 

D ++ g7 D: ND, 


e f et g est croissante sur I => f + g est croissante 
e f et g est décroissante sur I => f + g est décroissante sur I 
3) Fonction produit : f x g 


(f*g)(x)=f(x)*g(x) 
Domaine de définition de fxg est égale à D, ND, 
On peut rein déduire pour les variations. 
Réflexes 
e Comment étudier la parité d’une | Il faut vérifier 
fonction ? e Si Df est symétrique par rapport à 
0 puis on test alors f (-х)= + f (x) 
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* Comment interpréter e Ç et les courbes respectives de 
graphiquement les fetg 
équations et les inéquations ? — Les solutions de l'équation 
f(x)=g(x) sont les abscisses des 
points d'intersection de С, et Ç, 
— les solutions de l'inéquation 
f(x) < g(x) sont les abscisses des 


points dec, situes au dessus de 0, - 
Comment montrer qu'un nombre e Etudier le signe de f(x) - M et 
réel M est majorant de f? (ой mun | prouver que f(x)-M <0 
minorant de f?) respectivement 
f(x)-m > 0 
e utiliser les opérations sur les 
inégalités 
e utiliser le tableau de variation. 
С, la courbe de f comment 


représentent les fonctions g, h, L? 
g(x) = f(x+ k) 


h(x) = f(x) +k e m = (С) P 


• GL c'est l'ensemble des points М? 


q 


Comment étudier les variations e On utilise la définition a < b on 
d'une fonction ? étude le signe de f(b) -f(a). 
* On cherche le signe du taux de 
f(a) - f(b) 
a-b 
• On utilise les opérations sur les 
fonctions. 


L(x) = k f(x) 


(M (x , y) e6,) 


variation T= 
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ENONCES 


Etudier la parité des fonctions définies f par : 
3 
X -xX 
|x] +4 


с) (х) = Vx - 1 d) f (x) =/|х|-1 





a) f(x) = x? +2 b) f(x) = 


1) Montrer que si f est impaire et f(0) existe alors f(0)=0 
2) f et g deux fonctions de même parité 
que peut — on dire de la parité de f + g et de fxg 


Soit f une fonction définies sur IR. 
Etudier la parité des fonctions g et h définies sur IR par : 
f(x)+f(-x) f(x)-f(-x) 

2 


g(x)= et Hee 


Ç 1) Le tableau de variation ci dessous représente une fonction paire 
définie sur IR. Compléter ce tableau 





2) Reprenez la question précédente en supposant que f est impaire 


Soit f définie sur IR telle que pour tout couple (a, b) de IR?: 
f(a+b) — f(a)-f(b) 
1) Montrer que f(0)=0 
2) Montrer que f est impaire 
3) Montrer que si f est périodique de période T alors f(T) =0 


NV вавы la fonction f définie sur IR 
et C, sa courbe respective dans 
Le repère tg ci dessous. 

1) Examiner la parité de f. 

2) Dresser le tableau de variation de f. 

3) a) Dresser le tableau de variation de 
g la restriction de f à l'intervalle [-2,2] 
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b) Donner un maximum atteint par g puis 
en déduire deux majorants de g 

c) Donner un minimum atteint par g puis en déduire 
deux minorants de g 

d) g est elle bornée. 


NU sei la fonction f définie sur IR par f(x) = => ; 
X 


-— 1 a 1 
Montrer que f est minorée par E et majorée par Se? 


H 
\/ Soit la fonction f définie sur IR par f(x)- о 


xix? 


15-22 2.7; 4 
Montrer que f est minorée par 0 et majorée par сү 


ç 1) Ecrire le polynóme 3x2-2x+1 sous la forme canonique. 
2) Montrer que les Fonctions suivantes sont bornées sur leurs 
ensembles de définitions. 


f(x) = Їсовх| 


et 200 = 2x] 


3x?-2x41 


Ç Soit f la fonction définie par f(x}= Vx+1 - Vx 


1) Déterminer D; le domaine de définition de f 
1 
2) Montrer que Vx e D, , f(x) = ———— 
S i ( ) Vx+1 + x 


3) Montrer que Vx € D, , f est minorée par 0 et majorée par 1. 


d. Etudier le sens de variations des fonctions f en utilisant les opérations 
sur les fonctions. 


1) f(x) = Eee sur IR; =I 
X 
2) f(x) = -5(x- is sur ] - œ, 0[= I 
X 
3) fG)-(x^ 3) x sur IR, =I 
v Montrer que f admet un extremum en x, sur l'intervalle I. 
a) f (x)=2x*+10x -5  ,x,=- 5 (-minimum) ,I -IR 
b) f (x)=-2x*+42 x° , x,=14 (maximum), I-[14,20] 
10 
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С Montrer en utilisant les variations que f admet un extremum sur 
l'intervalle I préciser le réel xoet la valeur f(xo) de cet extremum. 
a) f(x)-3(x- 4)--8 , I-IR (distinguer x € 4puis x 2 4) 


b) Er ,I-]2,4] utiliserle taux de variations 
x- 
Ç On considère le tableau de variation suivant : 
X o 3 
| -> -2 ГА 4 +оо 





ь | Lo 


° 





f(x) | ; | 
0 


a) Quel est le minimum de f sur ]-œ ,3[ 7 sur [2,417 


b) Quel est le maximum de f sur ]3, +оо[?ѕиг [—2,1]? 
c) comparer f(10) et f(100) puis f(-8) et f(0) 
d) résoudre f(x) x 0 


Ç f définie sur IR ` „par f(x)= шах 


2 2 a 
a) Déterminer les réels a et b tel que pour tout x z 0, {х)=— +b . 
x 





b) Déterminer les variations de f. 
1 ; ¿ 

c) dans un repére, tracer l'hyperbole H: y =— et en déduire le tracé de С, 
X 

d) Déterminer graphiquement le nombre de solution de l'équation 


1-3х = 22 


X 
Ni 1) f définie sur IR, par f (x) = Vx . Construire C, 
2) Soit g(x)= Vx +1 


a) Déterminer les variations de g. 
b) Construire 6, la courbe de g à partir деб,. 





3) Soit la fonction h(x)2 — x +1 +4. Préciser par quelle transformation 
géométrique obtient — on la courbe €, à partir de Ç, 
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NY Indiquer la bonne réponse a, b ou c. Justifier votre réponse 
.1) La Fonction f : x => 4 — x? est décroissante sur 
a) [0,+=[ b) [—2,+c0[ с) ]— e, 0] 
2) la fonction Ё: x => Vx —3 est l'image de 
la fonction 8: x > Vx par la translation de vecteur. 
a) -3i b) 3i c) 3j 
3) La fonction Ё: x > (x--4)?-3 est l'image de 
la fonction g : x 5 x^ par la translation de vecteur. 
a) -4i-3j b)4i-3j c) 3i-4j 
4) Voici le tableau de variation de la fonction f 


f(x) se) el "d 


Le maximum de f sur [-3,4] est 

a)4 b) 7 c)5 
5) f est la fonction définie sur IR par f(x) = 1+2 sin x. un majorant d f sur IR 
est | 
а) l b) 2 c) 4 








6) soit la fonction f(x) = x*+1 définie sur IR , 
a) f est bornée b) f est majorée c) f est minorée 


7) f est une fonction décroissante sur IR : f(1) = 7 et f(6) = - 
Alors pour tout x e[1,6] on a f(x) appartient à l'intervalle : 


a) [0,7] b) [-4,8] c) [-4, V47 | 
8) f la fonction définie sur (3,4] раг: for alors 
x 


a) f est croissante sur I Б) f est décroissante sur Ï 
c) f est constante sur I 
9) f la fonction définie par f(x) = x^-3 sur IR alors f est décroissante sur 
— 
— co, -1] b) [-1,1] c) IR. 


Te voici le tableau 2 заг de la fonction f. 


T 


On peut dire que : 
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a) #(-7) «Е(-4) Ы) f(-6)2 f(-5) c) f(-6) < f(-3) 


c 1) Soit la fonction définie sur [1,2] par 
F(x)= x x48 


Montrer que pour tout x e[,2],4 < f(x) <6 
12x^*12 ,,... 
2) soit la fonction V O SE définie sur IR 
x*+2 
Montrer que g est majorée par 12 et minorée par 6 
3) Montrer alors que pour tout x e [1,2] 


2 
+ 
x еа [et 12 
x^-2 


Ç Un producteur de fraises peut récolter 1200 kg de fraises et les vendre 
à 5 dinars le kg s' il attend, sa récolte augmente de 60kg par jours et le prix 
du kg baisse de 0,100 dinars par jour, le délai ne dépassant pas 40 jours. 

a) Montrer que le prix de vente P aprés n jours est donné par : 

P (n) = 6(-n°+ 30n +1000) 

b) vérifier que P (n) = -6(n-15)? +7350 

Étudier le sens de variation de P sur [0,40] 

c) quel est le nombre de jours au bout des quels on obtient le 

maximum de P. 


1) On considére la fonction u définie par u (x) = x 25 
x 


a) Déterminer le domaine de définition de u et étudier sa parité. 
b) Montrer que u est strictement croissante sur ]0,+co[ 

c) Sur ]0, +оо[ , résoudre u (x) = 0 et chercher le signe de u(x). 
d) déterminer les variations de u”. 


2) On considère la fonction f(x) x24 L 
x 


a) Déterminer le domaine de définition de f et étudier sa parité. 

b) Exprimer f en fonction de u’. 

En déduire les variations de f sur]O, + œ [ 

On montrera en particulier que f admet un minimum égal à 2 sur cet 
intervalle. 

Dresser le tableau de variation de f. 
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CORRIGÉS 


V a) f (x)= х2+2, f est définie sur IR 


donc symétrique par rapport à 0 et f(-x) = (-x) 2 +2 = x^- 2 = f(x) 
= f est paire 
эх 


b)f(x)z XX DR; хє IR alors -x e IR 
[xl +4 
x 3 ша Е 34 3 
et (uet E 00 Ix E OX SES ON donc f est impaire . 
|-х| +4 Ixl+4 = |x|+4 


c) f(x)= Vx-1 , D, =[1,+co[ 


[1,+co[ n'est pas symétrique par rapport à 0 donc f est ni paire ni impaire. 


d) 8х)-4/х1-1 

D, ={х e IR/[x|-120j 

|x|21<> x e]-o,-1]U[L *oo[ D, =]-00,-1]U[1,-+cof 
Vx € D, alors [x| 21 = |-x| 21 car|x|=|-x| 

d'ou D; est symétrique par rapport à 0 


* f(-x) = {xl 71 = JIxl - 1 = f(x) = f est paire 


V 1) fest impaire et définie en 0 alors f (-0) = -f (0) 
soit f(0) = - f(0) ou encore f(0) = 0 
2) En supposant que f et g sont paires alors pour tout xe IR опа: 
* f(-x) + g(-x) = f(x) + р(х) d’où (f+ р)(-х) = (f+ g)(x) = f+ g est paire. 
* f(x) x g (=x) = f (x) x р(х) 
=> (fx g)(-x) = (fx g)(x) = f x gest paire. 
Conclusion : Si f et g sont paires alors f+getfxg sont paires. 
b) supposons que f et g sont impairs alors pour tout хє IR опа: . 
f(-x) + g(-x)= - f(x) - g(x) => (f+g)(-x)= - (f+g) (х) = f+g est impaire. 
* f-x)*gCx)-CfG9*CgQ0) -(fxg)Gx)-(fxg)x) => f*g est paire. 
Conclusion : Si f et g sont impaires alors f + g est impaires mais fx g 
est paire. Finalement on déduit que : 
Si fet g sont de même parité alors f + g est de même parité mais fx g 


est toujours paire. 
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9 Pour tout x є IR 


f(-x)+f(x) 
2 


* h(-x)= Хэрээ =-h(x) -—hestimpaire. 


* g(-x)= = р(х) > g est paire 


1) f est paire => la symétrie de la С, par rapport à l'axe des ordonnées 


conduit au tableau suivant : 





On peut donner n'importe quelle valeur à f(0) , inférieur à 5. 
2) f est impaire — f(0) = 0 et symétrie de Z, par rapport à l'origine du repére 
permet de compléter le tableau 





Ç 1) On a : f(a+b) - f(a) = f(b) 


pour a = b= 0 l'égalité devient f(O + 0) - f(0) = f(0) 


d’où 07 - mp = f(O) ainsi f(0)- 0 
2) pour tout xe IR , -x e IR 
On prend b =-x et a = х 
L'égalité f(a + b) — f(a) = f(b) 
devient: f(x -x) — f(x) = f(-x) 
f(0)- f(x) = f(-x) or f(00 20 
d'oü f(-x) = - f(x) ainsi f est impaire 
3) f est périodique de période T — f(x +T) = f(x) 
or f(a + b) - f (a)= f(b) on prend: a2 x ,b=T 
d’où f(x+T) - f(x) = Т) Or f(x+T) = f(x) Ainsi l'égalité devient 0= f (T) 


1) б, admet l'origine O pour centre de symétrie, f est donc impaire. 
2) La lecture de la courbe permet de distinguer trois intervalles oü f est 
monotone. Le tableau de variation suivant en résulte 
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3) a) 





b) g présente un maximum égal à 2 atteint pour x=-1 alors tout nombre 
supérieur à 2 est un majorant pour g (il ya une infinité ) par exemple : 
3et 5 

c) g présente un minimum égal à -2 atteint en x=1 alors tout nombre 
inférieur à -2 est un minorant pour g (il ya une infinité) par exemple : 
-3 et -10 

d) g admet un minorant -2 et un majorant 2 alors 

-2<g(x)<2 donc gest bornée. 


М * fG) (^) =) ero rer 


1+x? 2 
= 2x+(1+x? ) _ (x+1)? 
^ 2(14x!) = 2(1+x? j 


car (х+1) 20 et (x? 20 1 x? » 0) d'où Hais 


* (x M x 1 2xl- x? _ x 2x4. -(x-1)? 
1+х? 2 2(1+x?)  2(1+x?) Xd 


Car (x-1 20 et 2(1+x*)>0 








D'où f(x) -;<0 par suite fo) <> : 


: UA 1 Ne 1 
Conclusion : f est majorée par 5 et minorée par 75 


Ÿ * ] + x + x^ est polynôme du 2°" degré de discriminant 


А =-3 donc 1+ x+ x > 0 

d'autre part x? > 0 

d'oü х) 20. 
4 x 4 3x'-A04 x* x?) 
3 1+х+х? 3 3(1+x+x°) 
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LIX-4x4  x^FAxt4 _ Git 2 
3(1+х+ х2) = 3(1+x+x*) 3(1+x+x” ` 


car (x +2% >0et on al+x+x° >0 


d'ou 09-5 <0 soit f(x) <= 


D ` 4 1 p 4 
Conclusion : f est minorée par 0 et majorée par e 


М, 3x*-2x+1= 369-23) +1 


1-1 1 1 2 
z3(x!-2.-x* — - 19 3(x- 2! +É 
3 9 9 : ( 3 3 


2) Comme on a : 


3x'-2xt173(x- Ly! +250 

3 3 
car (x => 20 d’où D; = IR = D, 
* On sait que (x E 20 


Soit 3(x- D > 0 équivaut à 3(x- MY *% > 2⁄4 
d'où 3x*-2x+12 2⁄4 
et en inversant ` 0 < —— —— — < 2 
3 2 
soit 0 < f(x) < 3, 
f est donc bien bornée sur Dy. 


|соѕх| 
* o(x)=-_ — —- ayant -1<cosx <1 
gx) 3x?-2x*1 y 


1 
On a donc <1 et comme 0<—— < 3 
lcosx] 3х2-2х-1 3 


[cos x| 
3x?-2x+1 


* f(x)=Vx+1-Vx 


1) f est définie lorsque х+1> 0 etx 20 
ou encore x 2-letx 20 


donc 0« < 3, par suite g est bornée sur son Dez IR. 
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on a donc D; = IR , 
2) fG9e | x1 - x on multiplie et on divise par l'expression conjuguée 
go = ht Le Ix) yx -Ух _ 1 
Vx+1+Vx Vx+1+Vx Ухх 


3)ona xe D, =R, 
Хуа me dl ca. х+1+\/х 21 
par suite 0 « f(x) x1 


donc 0 < ———<ü 
Vx+1 h 


Finalement f est minorée par 0 et majorée par 1. 


d 1) Шон sur IR; =I 
x 


soit U(x) = -x décroissante sur I et V(x) = 2 décroissante sur I 
x 
Comme f(x) = U(x) + V(x) alors f est décroissante sur I 


2) (х) äre) 
x 


: : е с 
soit u(x) = x croissante sur I et V(x)- — décroissante sur I alors – V 
x 


est croissante sur I donc la fonction U-V est croissante sur I 
comme f définie par -5 (U-V) donc f est décroissante sur I 


3)fx)-(x/*3)./x , 1-18, 


Soit U(x)= Vx croissante sur IR, 
V(x)= x” + 3 croissante sur IR, ес U(x) > 0 et V (x) »0 
Comme f(x) = U(x). V(x) donc f est croissante sur IR, 


d a) Il s’agit de montrer que f(x) > f È) pour tout réel x. 


f(x) - f( 2)=2x*+10x-5-Ë2-25-5) 
=2x 2410554 22 =2x ti 
2 2 
äer ye +5) 20 


Donc f(x) zf(- E ) d'ou f 2) estun minimum de f sur IR. 
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b) f(x) -f(14) = -2x'- 42x? - (2x14? 42x14?) 
=- 2(х?-14°) + 42(x? EW 
= 2(x-14)(x? - 14x 14?) + 42(х-14)(х+14) 
= (x-14)(-2x?- 14x 196) 
2x! + 14 x + 196 a pour discriminant А = 1764 = 42? 
714-42 -14+42 _ 7 
- -4 
Ainsi -2 x? +14 x + 196 = -2 (x-14) (х+7) 
D'où f(x) - f(14)= -2(x-14 (x + 7). 
Comme (x—14) >0 et x +7 > 0 car x >14 
D'ou f(x)- f(14) x 0 ou encore f(x) < f (14) 
Ainsi f(14) est un maximum de f sur [14,20]. 


-14 ёїх"- 


a) f(x) = 3(x- 47 + 8 
e sur ]J-o,4d]onax x4 © x-4x0 
a et b ë]-0,4] tel que a <b 
= (a—4) £(b-4) comme a -4<0 et b-4<0 
= (a AN > (b - 4y 
=> f(a) > f(b) > f est strictement décroissante sur |-00,4| 
eaetb e[4,+0[ — a >4 et b>4 
a<b—a-4<b-4 = (a-4} <(b-4) 
= Қа) <) = fest strictement croissante sur [4, +co[ 


Tableau de variation : 
X -90 4 +оо 





Pour tout réel x on a: f(x) > 4) et f(4) = 8 
— 8 est minimum de f sur IR. 
b) a, b €]2,4] tel que a zb 


b a 
_ f(b)-f(a) _ b-2 ai _ b(a-2)-a(b-2) 
b-a b-a (b- a)(a- 2)(b- 2) 
-2b+2a _ -2(b-a) _ A 


(b-a)(a-2)(b-2) (Ы-а)(а-2)(6-2) (а-2)(6-2) 
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ora>2etb>2—a-2>0etb-2>0 

d'ou T < 0 = f est strictement décroissante sur]2,4] 
2<х<4 et f eststrictement décroissante sur ]2,4] 
donc f(x) 2 f (4) or f (4) 22 f(x) > 2 


par suite 2 est un minimumde f sur ]2,4] 


Ç D'après le tableau de variation de f on a : 


a) e Pour x e]-œ,3[ , f(x) > -4 
= -4 est un minimum de f sur ]-— «o,3[ 


ePourx € 4] f(x) > © еї (C =0— f(x) >0 
=> 0 est un minimum de f sur 5-4 | 
bie Pour x є]3, +о[, f(x) < f (4) et HA) -3 = х) «2 


> 5 est un maximum de f sur ]3,--oo[ 


e Pour x e[-2,- 1], х) x – 2)е f(—2) 20 f(x) x0 

=> 0 est un maximum de f sur [-2,-1]. 

с) 10 et 100 E[4,+o et f est strictement décroissante sur [4, +co[ 

10« 100 = f(10) > f(100) 

e -8 et O €]—oo,1]et fest strictement décroissante sur ] — оо,1] 

-8 <0 => f(-8)» f(0) 

d) sur ]— оо, 2[, f eststictement décroissante — f(x)» f(-2) => f(x) > 0 


sur [-2,1], f est décroissante et f È -0 f(x) < f(=2) > f(x) <0 
sur [1,3[ f est croissante et f (2) =0 

3 3 
e f (x) < EC) => f(x) <0 pour x e [7] 


e f(x) >0 sur 15,3 de même sur ]3,4] puis sur [4,+co[ 


On obtient le tableau suivant : 
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Généralités sur les fonctions Solutions 
7 
-00 = -Foo 
= 1⁄2 


"Ib rp 


f(x) 0x e 2,5108. —] donc Sr = [-2, UA 


Ç a) 1** méthode : 








X 














ma жк. E 

x X X X 

2°" méthode : 
+ š 
ro) = À +b= atbx 1-3х 
x x 
par oo on obtient : a =l et b = -3 
b) f(x) = 223 
X 


* A 1 : NR 
sur IR on sait que — est strictement décroissante 
X 
1 : EN * 
donc f(x)2 —-3 est strictement décroissante sur IR 
x 


c)H:y= 3 est une hyperbole 
x 
d'asymptotes x = 0 et y = 0. 
e f(x)= 3 3 =t,(H)=¿% 
x 2] 


d) On trace la courbe Ç : y = - 2х? 
les courbe Ó et С, se coupent en 





3points 
A , B et C donc l'équation 
E — 2х? admet 3 solutions 
x 


1) x)= Vx 
WEE A KIRICH 
101314: 


2) a) р(х) = vx +1 définie sur [—1,--oo[ 


" 
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Généralités sur les fonctions Solutions 





Soit u(x)= x+1 croissante 
sur [-1, + oo[ et U(x) > 0 
= gest croissante sur ] —1,+co[ 
b) g(x)= Vx+1=f(x+1) 

=> t:G;) = бү 





3)h(x)=-Vx+1+4=-g(x) + 4 
£, se déduit de la courbe de g par : 
- On construire 6, symétrique Z, par rapport à (xx") puis en déduit Z, de 


Ç, par la translation du vecteur 4j 


d 1) la réponse est R] u(x)-x'est croissante sur IR, 


=> —u est décroissante sur IR, 
— f est décroissante sur IR, 
2) La réponse est kl 
Қх)= Vx -3-g()-3 > 51, (б) 
3) La réponse est al f(x)=g(x+ 4) -3 donc б, est l'image de Ce par la 


translation du vecteur -41-3). 

4) La réponse est bl: 7 est le maximum de f sur [-3,4] 

5) La réponse b ona -1xsinxxl-»-1x1-«2sinx €3«4 
=> 4 est un majorant de f sur IR. 

6) La réponse est Е]; 

sel, @ х20 x° >0— х? +121 f (x) 21— f est minorée par 1 

7) La réponse est bl f est décroissante sur [1,6] alors f(6) < f(x) < f(1) 
=> -4 < f(x) < 7 < 8 => f(x) e [-4,8] 


8) La réponse est al f(x) = ша» 1- 2 
x x 


A 1 A HS 
Soit u (x) = — est décroissante sur I 
x 


=> -2u est croissante sur І — f est croissante sur I 
9) La réponse est Ы: 
f(x)= х?-3 or x r> x? est croissante sur IR — f est croissante sur IR 


22 


Généralités sur les fonctions Solutions 


10) La réponse est H f est décroissante sur [-7,-4] 
-6 et -5 e [-7,-4] et -6 < —5 donc f(-6) 2 £(—5) 


1) Ona:1<x<2 
=>9<x+8<10 


— V9 x x8 < 10 

—3xJx 48x40 et1<x<2 

donc 4 < x+/x+8 < 10 +2 orv10 «4/16 =4 
=>V10+2<6 finalement 4< х) <4/10+2<6 





12x? + 12 
2 a À ám MÀ 
) gx) Du | 
24 2412. 24 n 
* g(x)-12- px 12 i5 12x E 12(x°+2) _ x 20 
x°+2 х^+2 х^ +2 


саг (х? 20 =>x *+2>0) 

= g(x)-12x0— g(x) x12 

# ax E 2-2. UU 

x +2 x 42 

= g(x)-6>0= g(x)> 6 

ainsi g est majorée par 12 et minorée par 6. 
3) sur [1,2] on a 4 € f(x) x6 

sur IR on a 6 < g(x) x12 


donc Vxe[L2] ona: f(x) <6 et6 < g(x) 


car 6x2 > O et x^ +2 > 0 


; 12x°+12 
par suite g(x) > 6 > f(x) => р(х) 2 f(x) = x+Vx+2 < Tor 
x 


Ç a) Après n jours le poids de la récolte est 1200 + 60 n est le prix du kg 
est (5-0,1n) 
D'ou P(n) = (1200 + 60 п)(5 - 0,1 n) = 6000 — 120 n + 300 n-6n2 
= 6 (- n*+ 30 n + 1000) 
b) -6(n-15)?+ 7350 = -6 (n?-30 n + 225) + 7350 
= -6 n^+ 180 n - 1350 + 7350 --6n'-« 180 n+ 6000 
=6(- п? + 30 п+1000) -P(n) 
P (n) = -6 (п-15) +7350 
u (n) = (n-15)? croissante sur [15,40] et décroissante sur [0,15] 
=> -6 u est décroissante sur [15,40] et croissante sur [0,15] 
—» P est décroissante sur [15,40] et croissante sur [0,15] 
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Généralités sur les fonctions Solutions 


n 0 15 40 


022251 ты 


c) le maximum de Р est atteint pour n 215 
Donc au bout du 15°" jours le profit maximum est obtenu. 


1) a) u(x)= х d'ou D, = IR `. 
x 


: . |] 1 
VxeIR опа -хє1В et u(-x) = -x-— = -x +— = - u(x) 
-Х х 
Donc u est impaire. 


b) sur]0,+ oo[, u (х) =x 1 
х 


е KL g : 
u est la somme de deux fonction x H> x et x —— qui sont strictement 
x 


croissantes sur ]0,+ oo | 
d'ou u est strictement croissante sur ]0,+ oof 


с) * u (x)= 0 et comme x + 0 
2 
PRU Lie , X -1 : 
alors l'équation est équivalente à = 0 soit x^-1- 0 
x 





< x =l] ou x = -1 or x €]0,+cof 
€»x-71 d'ou SI) 


2 
2 : + 
2275 d cus DU D 
x x x 
comme x > 0 alors x + 1 >0 


d'ou le signe de u(x) est celui de (x-1) 





d) * sur [1,+c | on a u est strictement croissante signifie que pour tout 
a, b de [1,+о [є]1, +оо[. 

a>b=>u (a)>u (b) oru est positive sur [1,+оо[ 

=> u? (a) > u? (b) 

=> u? est strictement croissante sur[1, +co[ 

* sur]0,1] on a u strictement croissante signifie que pour tout 
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a,b de]0,1], a >b =u (а) >u (b) or u est négative sur (0,1 | 
D'ou uXa)«u b) 
Ainsi u? est strictement décroissante sur 10, 11. 

X 0 1 +оо 


BEL мшш" 


2) f(x) =х?+ e 
x 





a) * Df=IR ` 

* Vx e IR' on a -x e IR ° 

f(-x) = (x)? + : == x+ = f(x) alors f est paire. 
(x) X 


р) х) = x Js alors u’ (x) = (x Ey 
x x 


BEEN jx 
X x 


ainsi u? (x) = s a 2 

и? (и) = f(x) -2 

d'ou f (x) = и (х) +2 

par suite f est u^ ont les méme variations 


d'ou le tableau de variation de f 
0 1 +œ 


ber 


f(1)22 pour tout ze, tel on a f(x) 22 
=> 2 est un minimum pour f. 
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Continuité Résumé de cours 


Chapitre II 
Continuité 


m Définition: 
f définie sur un intervalle ouvert I et a eI. On dit que f est continue 
en a signifie que pour tout nombre В)0 il existe un nombre a) 0 
tel que si xel ,lx- |х) - Ка) CB. 
Exemple : 
f(x) = 2x - 1 eta = 2. Montrer que f est continue en 2 ? 
pour tout В)0 existe-t-il un а) 0161 que Ix - 2 (a alors | од) - £2) (p 
on sait que | од) -&2) (B orf(2)23 <> ((2x -1)-3| (p 
soit [2x -4| (B oü encore2|x -2|( B < |x- д il suffit de choisir = " | 
ainsi f est continue en 2. 
m Continuité de certaines fonctions usuelles en un point a : 
— —xoeswum [оа 
— XX | R FR 
олык =J 
x xp Е НИ 
[xo | R | 
| Toute fonction polynôme | _ IR 


Eu: И 
XH = 
Toute fonction rationnelle Domaine de définition 
эй T 8 


x > f(x) Son domaine de définition 


m Opérations sur les fonctions continues : 
Théorëmes : 1) f continue en a =>|f | est continue en a. 


2) f continueena 
f(a) > 0 
3) Soient f et g deux fonctions continues en a et ae IR 


| => estcontinueena. 


>f+g , fxg,af sont continues en a. ` 
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Continuité Résumé de cours 





4) festcontinueen a 
Қа) Z0 






1 2 
| = f est continue en a. 





4 f А 
5) fet g sont continues en a et g(a) #0 => — est continue en a. 
g 


= 


Exemple : * f(x)= 
(0 х? +2х +5 


х 4/x-2 continueen 2. 











.Justifier que f est continue en 2. 







x H> x? +2x +5 est une fonction polynôme donc continue 
en2et2? -2x2*5-1320.— f est continue en 2. 


= Illustration graphique : 
* On reconnait qu'une fonction est continue lorsque sa courbe représentative 


eut étre tracer sans lever le crayon 













* Exemple : } 
f(x) = x? est continue sur IR E, est 
une parabole, 

f peut étre tracée sans lever le 
crayon. 










° Contre exemple : f(x) = E(x) la 
partie entiére de x lorsqu'on trace sa 
courbe il faut lever le crayon en tout 
point d'abscisse entiére 








m Continuité à gauche et à droite : 
* Définitions : 
1) f définie sur [a, b[ = I 
f est continue à droite en a signifie que pour B) 0, ilexisteun 0)0 telque 
Si xel, 0<x-a<a alors |f(x) -f(a)|( 8 
Exemple : 
f(x)=Vx , a-0 , Df=[0, +o] 
Soit B)0,existeilun œ)0 telque0xxxa alors /x - Jo| (p 


on sait que Ix) cg => Vx (В => 0<x <f? 
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ainsi on peut choisir а = В? d’où l'existence dea par suite f 
est continue à droite en 0. 
2) f définie sur ]b, a] - I 
f est continue à gauche en a signifie que pour tout В)0, il 
existe una.) 0 tel que pour tout x eI, 0(a-x(a alors |f(x) - Ка) (p 
théorème : 
f définie sur I intervalle ouvert contenant a ,f est continue en a 
«€» fest continue à droite et à gauche en a. 
m Continuité sur un intervalle: 


° f est continue sur Ja, [<> f est continue en tout point x, € ]a, Ы. 
° f est continue sur (a, Ы => f est continue sur Ja, Ы et à droite en a. 
° f est continue sur Ja, b] < f est continue sur Ja, b[ et à gauche en b. 


m Opérations sur les fonctions continues sur un intervalle : 
Théorémes: 


1) Toute fonction polynóme est continue sur IR. 
2) Toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition. 


3) xex est continue sur [0, + oo [ 


4) fonction continue sur I et positif = f est continue sur I. 
5) f et g sont continue sur I, æ eIR => f xg, f + g et œ f sont continue sur I. 


: Ї : 
6) f est g sont continue sur I et р(х) z0 =>- est continue sur I. 
g 


m Lethéoréme des valeurs intermédiaires : 
Théoréme : 
L'image 4” 

Définition : f définie sur un intervalle A alors f(A) = 


Théoréme des valeurs intermédiaires : 

f continue sur un intervalle I, a ,b deux réels de I 

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) il existe au moins sur c 
Compris entre a et b tel que f(c) = k. 


Cas particulier : 
Si f continue sur un intervalle I, a et b deux réels de I(a < b) et f(a) . f(b) < 0 
alors l'équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans ]a, b[. 


* Remarque : Si on sait de plus que f est croissante ой décroissante sur [a,b] 
alors la solution est unique. 
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* Interprétation graphique : 
f continue sur [a, b [et Ç est 
la courbe de f. 

Pour tout réel k compris 
entre f(a) et f(b), 
la droite A:y=k coupe 
au moins une fois la courbe с. 


Remarque : 

Le théoréme des valeurs intermédiaires assure l'existence d'au moins une 
solution à l'équation f(x) = k. 

Mais il n'indique pas comment la calculer ni le nombre de solution de cette 
équation. 


Exemple : 
f(x) = x? + Ax! + 4x + 2 


Montrer sur l'équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans [-3, -1]. 
Réponse : f (-3) = -1 et f(-1)=1 

f est une fonction polynóme donc continue sur IR 

donc f est continue sur [-3, -1] 

comme f (-3). f (-1) =-1 < 0 

donc il existe au moins unce]-3,-1[ tel que f(c) = 0 


ainsi c est une solution de f(x) = 0. 
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ENONCES 


NO Vral - Faux 

Dire si l'affirmation est vraie ou fausse. Justifier votre réponse : 
1) f(x) = x? — 3x? + x — 5 est continue sur IR. 

2) La fonction partie entiére est continue sur [5, 7[. 


1 
3) l'équation E(x) E n'a pas de solution. 


4) f est définie sur [O, 1] telle que f(O) = -3 et f(1) 23 
alors il existe un réel сє [0,1] tel que f(x) = 0. 

5) l'équation x? - x — 1 = 0 admet au moins une solution comprise 
entre —1 et 2. 


QCM 
Indiquer la bonne réponse par a, b oü c avec justification : 
2 
: Х- | 
1) La fonction f(x) MET est continue sur : 
Х- 


Е 51 sm Еј 
2) f une fonction continue sur [-2, 5] et f(-2) = 1 et f(5) = -4 
alors on peut dire que l'équation f(x) = -1 
|a| n'admet pas de solution. 
| b| admet une seule solution. 
admet au moins une solution. 


3) la fonction partie entiére est continue : 
lal sur IR. 
sur tout intervalle [n, n + 1[ avec ne Z. 


sur [0, 1[. 


4) La fonction f(x) = \/|х- | est continue sur : 


[a] IR [b] IR- (1) [el 4 


N , б\,© et Ç, Sont les représentations graphiques des trois fonctions f, g 
et h définies sur [-1, 2]. | 
a) Dire dans chaque cas si la fonction est continue sur [-1, 2]. 
b) Si la fonction n’est pas continue sur [-1, 2] citer un intervalle sur le quel est 
continue. 


30 
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armi les fonctions suivantes. Indiquer celles qui sont 
continues sur IR. 








f(x) 23x? -x-3 : g(x) = 
h(x)=E(x) , 4-7 
+3 
eE. 05 Ë +1 


N/ Justifier la continuité de f en un point a : 
1) х)=2х+4х+3 ;а=0. 


DEEE wo. 
x+2 


3) fo)=|x-1|+2x+1, a=1. 


p o= asl 


5 = 


x-1 2 


5) f(x)- 43x? +х+7 ,a=-1,7. 


-Х81Х50 
f(x) =i x? si O(x(1 
x-l si x21 





1) Tracer С la courbe représentative de f dans un repère. 


2) Justifier que f est continue sur He, 0], sur (0, 1 puissur D + о. 
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3) Justifier à l'aide du graphique que f n'est pas continue en 1. 
4) Déterminer à l'aide du graphique le nombre de solution de chacune 
équations : 

a) х) = 1 b) f(x) 2-1 


Soit la fonction définie sur IR par f(x) = x? dx 4 5. 
Montrer que l'équation f(x) = 8 admet au moins une solution comprise 
entre —2 et 3. 


3 
Montrer que l'équation x? ics x? +1=0 admet au moins une solution 
Dans [-2, 1]. 


Ч f(x) = xf- 4x? =x + 1 


1) Calculer f(-2) , f(- 1) , f(0) , f(1) et f(3). 
2) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet exactement 4 solutions. 


Ç | "MEET 8 : 
1) Montrer que l'équation 4x -2 Se admet au moins une solution o 


dans [3, + о]. | 
2) Vérifier que а est aussi une solution de l'équation x? — 2x — 64 = 0. 


d. On considère les fonctions f et g définies par f(x) = x° + 1 
1 

et g(x) =-— 
X 


1) Tracer dans un même repère (0,1, j) la courbe représentative de f 


puis celle de g. 
2) a) Justifier que f est continue sur IR. 

b) Justifier que g est continue sur IR*. 
3) Déterminer graphiquement le nombre de solution de l'équation f(x) = g(x) 
sur [-2, 2]. 
4) Montrer que l'équation f(x) = g(x) admet au moins une solution Œ sur 
[-2, 2] et déterminer une valeur approchée de ü à 10? près par défaut. 
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7 est la courbe représentative de 


la fonction f définie sur IR. 

1) Déterminer f(0), f(1), f(2). 

2) Résoudre graphiquement : 
a) f(x) = 0 b) f(x) 20 
figure (courbe) 





3) Quelles sont les images par f des intervalles suivants: 
1-141, 1[,J = [0, 2[, K = ]2, 3, L = 1-2, 21, H = (2, tel 

4) Déterminer l'ensemble des antécédents positif par f des réels de 
l'intervalle [-1, 0] 


N 3 A partir des tableaux de variations suivant trouver f(I) dans chaque cas : 
D 






c) Ï = [-2, 3] 





a)I=]=œ,1]  b)1=[1,3] ois! —,3] 
d)I=[3,+o[ e)I-I 


Noi f la fonction définie par f(x) = x? x -3 


1) a) Déterminer D le domaine de définition de f. 
b) Etudier la continuité de f sur D. 
c) Etudier les variations de f et dresser le tableau de variation de f. 

2) a) Montrer que l'équation f(x) = 4 possède une seule solution sur ]3, +œ [. 
b) Donner un encadrement d'amplitude 10? de cette solution. 


Y f(x) = Vx +x 


a) justifier la continuité de f sur [0, +оо [. 
b) Montrer que f est strictement croissante sur (0, +оо [. 
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c) En déduire que l'équation f(x) = 5 admet une solution œ sur [3, 4]. 


N$ f(x) = 2x? — Зх? – 1 définie sur IR. 


1) Justifier la continuité de f sur IR. 
2) a) Compléter le tableau de variation de f. 





b) Déterminer les images des intervalles suivants par (0, 1]; ]1, +œ [ par f. 
3) a) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une seule solution sur IR. 

b) Vérifier que à є[1, 6; 1, 7]. 
4) Déduire alors le signe de f(x) sur IR. 
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CORRIGES 


Vrai- Faux 
1) Vrai : f est une fonction polynóme donc continue sur IR. 
2) Faux : x > E(x) n'est pas continue en tout entier en particulier en 6. 


3) Vrai : E(X) est un entier donc = d 
4) Faux : f doit être continue pour appliquer le théorème de cours. 


5) Vrai: on pose f(x) = x! - x - [continue sur IR et f(-1) = -1 
et f(2) = 5 et f(2) x f(-1) = -5(0 f est continue sur [-1, 2] 


=> il existe au moins sur Ce |. 2| tel que f(C) = 0. 


1) La réponse est [b] car f est une fonction rationnelle donc continue 

sur Df = IR - (1). 
2) La réponse est | с | car f est continue sur [-2, 5] 

=> h:x > f(x) +lest continue sur [-2, 5]. 

h(-2 =f(-2) + 1=2 

h(5) =f(5) + 1 =-4 + 1 = -3 

h(-2)xh(5)( 0 

Dilexiste au moins un сє [-2, 5] telqueh(c) 2 02 е) 7-1. 
3) La réponse est [b] la partie entier est continue sur IR - Z. 
4) La réponse est [a] la fonction x => |x -1| est continue sur Df = IR. 


a) Les courbes représentatives des fonctions f et h sont tracées sans 
lever le crayon alors f et f; sont continue sur [-1, 2] 
.4 , n'est pas continue en 1 — g n'est pas continue sur [-1, 2]. 


b) gest continue sur [-1, 0] par exemple (sur [1, 2]). 


° f est une fonction polynôme => f est continue sur IR. 
° g est une fonction rationnelle définie sur IR — g est continue sur IR. 


° р est définie sur IR et Ix| continue sur IR. 
Conclusion : f, g, o sont continue sur IR remarque 
(h continue sur IR - Z ; £ continue sur IR*). 
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Wi XI 2x est continue sur IR. 


1) x r> x +3 continue sur son domaine de définition [-3, +co[ 
=> f est continue sur [-3, + en particulier en 0. 


2) f est une fonction rationnelle donc continue sur Df = IR - [-2) donc 
f continue en 2. 


3) * x> x-1 continuesurIR xo Ix - 1 continue sur IR. 
° хі 2x +1 une fonction polynôme => continue sur IR 
d’où f est continue sur IR en particulier en 1. 


1 1 
4) • хі 4/2х -1 еѕісопіпиееп 2 


] 3 I : 1 
• хі ——estrationnelle— continuesur IR -(1] => continueen 5 
X w 


d’où f est continue GER 


5) f(x) 2 J3x? +x +7 est continue sur Df = IR car A = -20(0 
d’où f est continue en —1,7. 


N 1) sur ]—,0]оп trace la demi droite d'équation 
sur 10, Ц on trace une branche 
de parabole y = x° 
sur [1 : zo on trace la demi- droite 





d'équation y^ x-1 et x21. 


2) • хҥэ-х continuesur IR 2 x -x est continue sur |-œ, 0] 
d’où f est continue sur ]-25,0]. 
* x => x? polynôme => continue sur IR en particulier sur lo, l| 
d'oü f est continue sur ]0,1[. 
° x > x -1 fonction polynôme donc continue sur IR et en particulier 
sur[1,+ el => f est continue sur [1,+ of. 


3) La fonction f ne peut être tracer sans lever la main en 1 
— fest discontinue en 1. 
4) a) f(x) = 1 la droite d'équation y = 1 coupe Ó f en deux points F et E 
d'abscisses respectives —1 et 2 donc 2 solutions. 
b) f(x) = -1, la droite d'équation у = -1 ne coupe pas © f donc le nombre de 
solution est 0. 
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f(x) = x° — 4x + 5 est une fonction polynóme donc continue sur IR et 
f(-2) = 5 et f(3) = 20 or 5 < 8 < 20 alors d’après le théorème des valeurs 
intermédiaire il existe au moins un réel ael-2, 3] tel quef(a) = 8 ainsi a est une 


solution de f(x) = 8. 


3 : R : 
On pose f(x) = x? P x^ +1 est une fonction polynôme donc continue 


3 


sur IR et f(-2)=-8+7.4+1=-1 et UE 


f continue sur [-2, 1] 
-7 => ilexiste au moins un c sur € ]2, 1] tel que с) = 0 

RC eed 

par suite c est une solution de l'équation f(x) = 0. 


f(x) =x*-4x*-x + 1 
1) К-2)-16-16-2-1-3 
-1) =1-4+1+1=-1 
10) = 1 
1) =1-4-1+1= -3 
(3) =3* - 4.3? - 3 + 1= 8136-2 = 43 
2) fest une fonction polynôme — f est continue sur IR 
= f est continue sur [-2, -1] , [-1, 0] , [0, 1] et [1, 3] 
f continue sur [-2, -1] 
f(-2).f(-1) 2-3(0 
f est continue sur [-1 : 0| 
f(-1).£0) 2 -1(0 
d’après le théorème des valeurs intermédiaires il existe Be ]-1, 0 
tel que f(B)=0 de même sur (0, 1] on a f(0) . f(1) = -3 «0 
et sur (1, 3] et f(1) f(3) « 0 
=> ilexiste 6є|0, 1 et 2e]1,3[ tel que f(6)=0 et А) 20 
comme f(x) = 0 est une équation de 4° degré donc a, p,6et À sont les seule 
solutions de l’équations f(x) = 0. 


\% 0522-2 pour x 23 estequivalenteà x^ /x -2 =8 


on pose f(x) =x? Jx -2 il faut alors résoudre f(x) = 8. 


| —ilexistesur ae | 2,-1 tel que Ка) = 0. 
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On remarque que f(3) = 0 et f(4) = 16 
Comme f est le produit d'une fonction polynóme qui est continue 
sur IR et d'une racine carrée qui est continue sur [2. + ol 


=> f est continue sur [3, + of 


comme 8 est comprise entre f(3) et f(4) alors d’après le théorème 
de valeurs intermédiaires l'équation f(x) = 8 admet au moins 
une solution a e ]3, 4[ c ]3. + œf 


2) Ona Қо)=8 0° Ja-2=8 = ot fa-2 =64 
a^ (a-2)=64 
o? -2a* -64=0 


d’où а est une solution de l'équation x? — 2х° — 64 = 0. | 





1) Gf est une parabole de 
sommet S(0, 1) d'axe de systéme 


бох рыб et }; 2] E 


É g est une hyperbole d'asymptotes 
x = 0 et y = 0 de centre 





2) a) fest une fonction polynóme donc f est continue sur IR. 
b) gest une fonction rationnelle donc continue sur IR*. 
3) Ó f et Ó g se coupent en un seul point A(-0,8, 1,4) donc f(x) = g(x) admet 


qu'une seul solution dans [-2, 2]. 
4) f(x)=g(x) сэх? diet < x +х+1=0 
x 


on pose h(x) = x° + x + 1, h(-2) = -9 et h(2) = 11 et h est continue 
sur [-2,2] (c'est une fonction polynóme) alors d'aprés le théorëme 
des valeurs intermédiaires l'équation h(x) = 0 admet au moins une solution 
dans [-2, 2]. Notons œ cette solution. 
* on fait un balayage de [-2, 2] par pas de 0, 1 
et en utilisant la calculatrice on 
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* on fait un balayage de [-2, 2] par pas de 0, 1 
et en utilisant la calculatrice on 
obtient h(-0,7)« 0 et h(-0, 6) > 0 22—0,7(a(-0,6 
on trouve h(-0,69) < 0 ; h(-0, 68) > 0 
d’où -0,69(0(-0,68 ainsi —0,69 est une valeur approchée 


de aà 10” près par défaut. 


NY, КО) 23 car le point (0,2) et 


f(1)20 etf(2) = -1 
2) a) f(x) = 0. les solutions sont les abscisses des points d' intersection de еї 
de l'axes des abscisses qui sont : -3, -1, 1, 3. 
b) f(x) 20. les solutions sont les abscisses des points de  situes au dessus 
de l'axe des abscisses d'un : S = |, - 3] o [-1 1] U[3, + œ[ 
3)*f([-1, 1) 2]0, 3L 2 1) * К) = £02, 3) = ]-1, 0] 
*f([0,2D 2]-1,3] 2 0) * f(L) = £(0-2, 2D 21-1, 3] 
et (Н) = f([2, +œ [) = [-1, +оо [. 
4) Les abscisses des points de Ç dont les x Z0 et y € [-1, 0] sont x e [1, 3] 
ainsi les antécédent de [-1, 0] tel que x Z0 sont x Є|1, 3]. 


“ой 


2) a) f((-2, 00 = 4, 1] b) (0,3) = [-4, 1]. 
* f([-2, 3]) = [-4, 1]. 
3) a) fq —œ , 1]) = [2, 7[. 
b) f([1, 3]) ) [2, 5]. 
c) f(] 00, 3) = [2, 7T. 
d) f([3, +оо р) =] =œ, 5]. 
е) КІВ) = | =œ, 7[. ! 


d 1) a) f(x) = x? /x-3 il faut дое: х - 320 & x23 d’où D = [3, +оо [. 
b) X H> x — 3 est une fonction polynôme donc continue sur IR en particulier 
sur (3, +оо | comme x - 3 20 sur cette intervalle alors x  4/x -3 est 


continue sur D. et x H> x? est une fonction polynôme elle continue sur IR. 
Finalement f est continue sur D. 
c) Soient a et b deux réels de D tel que aZ b 
alosa-32b-3 et аг 
donc 4/а-32 J -3 et a? >b? 


39 


Continuité Solutions 


= suite a — ed gri аши -3 > b! . 6-3 46-3 ainsi f est strictement croissante sur D. 





f(3) = T et lim f(x) = +œ 


2) a) D'aprés le tableau de variation 4 € [0,+ o| alors l'équation f(x) = 4 
admet une unique solution œ [3, +œ [ 
b) *f(3, 17) = 4,14 et f(3, 16) = 3,99. 
* f(3, 16) = 3,99 et f(3, 17) = 4,14 ео) = 4 
f(3, 16) < f( œ ) < f(3, 17) comme f est strictement croissante sur 
13, +oo[ donc 3,16 «a < 3,17. 


Vo = /х+х 


a) u:X H> Vx est continue sur 10,401 
v:X => x est continue sur IR. 
Alors f = u+v est continue sur [0,+оо[ 
b) u est strictement croissante sur [0,+co[ 
v est strictement croissante sur [0,+co[ 
alors f = u+v est strictement croissante sur [0,+оо[ 
c) f es t continue sur [3,4] et f(3)= V3 +3 = 4,7 
et (4) = J4 4-42 6 comme 4,7 < 5 «6 
alors d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe au 
moins un a e [3,4] tel que о) = 5 


po 


1) f est une fonction polynóme donc f est continue sur IR 





b) £[0,1]) = [-2,-1] et f(11,+ о) = ]-2,+ œ[ 
3) a) sur ]- 6,0], f est strictement croissante sur ]-2,* œf 
f(x) < f(O) et f(0)—1 
donc f(x) 5-1 ainsi f(x)=0 ne possède pas de solution sur ]0,+oo] 
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* sur [0,1], f est strictement décroissante 

=> -2 < f(x) <-1 => f(x) < -1 

ainsi l'équation f(x)=0 n'a pas de solution dans [0,1] 

* sur [1,+oo[ on a 0 e [—2,+co[ 

donc l'équation f(x) = 0 admet une unique solution a e [1, +о[ 
finalement ` f(x)=0 <> x=a 

b) f(1,6) = -0,488 et f(1,7)= = 0,156 et f(x)-0 

f(1,6)« Ка) «f(1,7) comme f est strictement croissante sur [1,+co[ 
donc 1,6<a «1,7 

c) sur ]-оо,1] et d’après a) on a f(x) 5-1 donc f(x)«0 

d'autre peut sur [1,+œ[, f est strictement croissante 

51 хє[1,0] alors f(x) x о) = 0 

= f(x) < 0 

Si x є[а, +оо[ alors f(a) < f(x) 


=> 0 < f(x) 
conclusion : 
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Chapitre III 
Limites et continuité 








ш Limites finies en un réel : 

soit f définie sur un intervalle ouvert I sauf peut être en a de I .. 

1) Définition : limf(x)-L signifie que : 

VD >0, il existe un œ > 0 tel que pour tout xe I 

0«|х-4| <a — |fx) - I] «p. 

2) Théorème : Si f admet une limite en a alors cette limite est unique. 
e Notation: limf(x)-limf-L 


3) Limite à droite — limite à gauche en un réel. 















Limite à droite en a 
f définie sur I =[a, Ы ou Ja,b[ 
lim f(x) = L. signifie que 





Limite à gauche en a 
f définie sur I= ]с,а] ou ]c,a[ 
lim f(x) =L signifie que 

Үр» 0 il existe æ > 0 tel que VB > 0,il existe œ > 0 tel que 
Үхе1,0«х-аса- |{х)-Ц<В | VvxeL0«a-x«a-|[f(x) -L|« p 


• Théorème : | lim f(x) = lim f(x) = L < lim f(x) =L 


f(x)=x+1 sixzl 


e Exemples : 5- 
f(x) = 








х. 
six < 1 
x+] 
Déterminer lim f(x)? 
* Пт х) = limx+1=2 
x=17T EAR 
5-x 4 


lim f (x) = lim =—=2 
хә xr x+] 2 


d'ou lim f(x) = lim f(x) = 2 
xt x> 





= lim f(x) = 2 


• conséquence ` Si lim f z lim f alors limf n'existe pas. 
a 


xoa xa 


4) Opérations sur les limites finies : 





Limites- continuité Résumé de cours 


limf ians | limfxg | limaf | im- 
xa xoa xa xa xoa хэа g 
E 
L | pe | хөн | Lx | al | сыты 
| "en, EEN 
e Remarque : si on se retrouve avec lim— = — c'est une forme indéterminée 


xa 
g 
il faut alors simplifier l'écriture pour calculer cette limite. 


































5) Théorèmes : 1) f(x) > 0 et lim fx)-L2L20 
2)f(x) < 0 et limf(x) =L—L<0 
3) f(x) > 0 et limf() - L = lim 4f) = JL 
m Continuité еп un point xo: | 
* Définition : soit I un intervalle centré en x, etI c D,. 


f est continue en x, © lim f (x)-f(x, ). 


XX, 


+ Continue à droite et à gauche : (x, &D,) 
* f est continue à droite en х, <> lim f (x)= f (x, ). 


* f est continue à gauche en x, < lim f(x)=f(x,). 


XX 
* f est continue en x, <> f est continue à droite et à gauche en x„. 
B Continuité sur un intervalle : 
* f est continue sur Ja › b[ <f est continue en tout point x, eja : Ч. 
e f est continue sur [a,b | <f est continuesur Ja;b[ età droite en a. 


• f est continue sur |а, |< f est continuesur Ja,b| età gauche en b. 


E Opérations sur les fonctions continues : 
* Toute fonction polynóme est continue sur IR. 
* Toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition. 








* хі Ух est continue sur [0,+o]. 
• f est continue sur I et positif —./f est continue sur I. 
* f est continue sur I — [f| est continue sur I. 

* Soient f et g deux fonctions continues sur I, a e IR 
Alors f + р; fxg; af sont continue sur I. 
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Si de plus g (x) z0 ilo est continue sur I. 
8 


B Théorème et définition : prolongement par continuité : 
f définie sur un intervalle ouvert I sauf en a de L et limf(x) =L 
xoa 


Alors la fonction g définie sur I par : 
| = f(x) sixxa 
g(a) =L 
On dit que g est le prolongement par continuité en a de la fonction f. 


Exemple : Déterminer g le prolongement par continuité de f. 


xcu ism. 
Е 1208 définie sur IR-{1} 
Х- 


2 
lim f(x) = lim Lis m jg 2-0 +1) Sp = limx+1=2 
xol хо! x-] x (xf) хэ! 
On considère g définie sur IR par : g(x) f(x) six 54161 g (1) = 2. 
Réflexes : 
On étudie la fonction sur chaque 
Comment étudier la continuité | intervalle puis on fait une étude 
d'une fonction définie par particuliére de la continuité aux 
intervalles valeurs aux bornes des intervalles 
(dans Dj) 
e Simplifier l'expression puis 
remplacer le x par sa valeur. 
e Sif comporte des Л 
il faut multiplier et diviser par 
l'expression conjuguée oü factoriser 
e En remplaçant le x par sa valeur 
0 dans l'expression. 
(dans le cas z — ) * En utilise les opérations sur les 
9 limites. 


Comment calculer une limite 
si on se retrouve avec la forme 





Comment calculer une limite 





44 


Limites —continuité Enoncés 


ENONCES 


| Déterminer la limite éventuelle de f(x) au point a . 





1) f(x) = 5x°- 3x*+ 2x - 4 ;a= 1 
x2 
-1 
= : -2 
2) 00521 ; a 
К -15| 
3) f(x)- ———— ;a = 4 
DES 
Ix - 5|-1 
4) f(x)-————— ;a--3 
Ix + 3/-3 
5) х) = 45x - 5 ;a=5 
6) f(x) = J1-3x ; а= 0,3 


„5х -4 - x ves 
Vx +1 | 


i Calculer les limites suivantes : 


7) f(x)- 








2x3+x-21 . 2x*-8x3 =. x3-27 Vx . Vx+7-3 
— lm—-——-[, lim ; lim ; lim—ə Ln 
хәз  .x^49 x0 X x33 x -3  x90x +34/x x2. x-2 


V Calculer les limites suivantes : 
lim2 X MES EH "el EE -7-42Х +1 


хәз 2x-6 ; m х-2 lini Zeg 1 jim x-4 











ç Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = -2x+5 
x2-5x+6 ` 


a) Préciser le domaine de f. 
b) Calculer : lim (x); lim f (x); lim f (х); lim f (x); limf (x). 
x x2* x2 x-33* хәз” 


Ç Soit f définie par f (x) = x[x - E (x) ]+5. 
1) Ecrire f(x) sur chacun des intervalles [3,4[ et [4,5[. 
2) a) Trouver lim f (x); lim f (x). f admet-elle une limite en 4 ? 
x->4* x4 
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b) Refaire le méme raisonnement pour lim f (x); lim f (x);ne 23 


f admet-elle une limite en x у= n ? 
c) Montrer que limf (х)=5. 


+ 
N/ Soit la fonction f définie par : f (x) DEM, 


1) Déterminer le domaine de définition de f. 
2) Calculer les limites suivantes : lim f (x) ; lim f (x). 
x4 x2 


9 Soit la fonction f définie par : 


2n 42 пы | 2_ п ei n-l 
fije n° x 2 (n*-1) x" -n* x "` +1 


(x - ° 


Calculer la limite de f (x) quand x tend vers 1. 


4 3 
Nie f définie par (х) 5 "22 TX TP zue à et b, deux réels. 
&-DG-2) 


1) Déterminer les valeurs de a et b, pour que limf (x) = 3 et limf(x) = 7. 
xl х2 


,avecne IN. 


2) Pour les valeurs de a et b, trouver : 
a) Montrer que pour tout x EIR - {1,2}; #(х)= x* x 1 


b) Retrouver alors la limite de f en 1 et en 2. 
c) Peut on prolonger f par continuité? 


N : Soit la fonction f définie par : 


f(x) AZ si x <2 


Ї(х)--х-181х)2 


1) Déterminer le domaine de définition de f. 
2) Etudier la continuité de f à droite et à gauche en 2. 
3) fest-elle continue en 2 ? 


4) Déterminer le domaine de continuité de f. 
NU soin f(x)-42x* -3x +1 et g(x)=|2x 41 


Montrer que f et g sont continues sur leurs domaines de définition. 


49x? 
2x+= sixzÜ 
Ун ЛД 


-1 si x=0 
Montrer que f n'est pas continue en 0 
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MOVE ах? * (a^ -3)x -3a 
Soit f définie раг f(fx)=—— ss x=1; f (1) 4a. 


x-1 
Déterminer a pour que f soit continue en 1 
-x?-3x-2 
N 3 f(x)== +. 
5 1-|x +1| 
1) Déterminer le domaine de définition de f. 
2) f est-elle continue en - 1 ? 


ra) six +0 
f(0)-a ; ac IR 


1) PréciserD,. 
2) Pour quelle valeur de a la fonction f est continue en 0. 


NY WEEN -x+] si xe]-o.-1[ 
f(x)» J5-4x si xe [-1,1] 


f (x)=ax* *2bx-4 si хє, oc 





1) Etudier la continuité en (-1). 
2) Trouver une relation entre a et b pour que f soit continue en 1 


1) Soit la fonction f définie par : хээгээ E 
x 


a) Déterminer le domaine de définition de la fonction f. 
b) Déterminer les limites aux bornes. 





a) Etudier la continuité de g en 0. 

b) Déterminer le domaine de continuité de g. 
x2-3x+2 
|x -1|-1 
1) Déterminer le domaine de définition de f. 

2) a) Etudier la limite de f en 2. 
b) Calculer la lim f(x). 


Soit la fonction f: IR => IR ; xi» 


3) On considére la fonction g définie par : 
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в(х)= (х) six)2 
в) XTEC) six(2 
g(2)- 


Déterminer a LE que g soit continue en 2. 


X +3 +2x sixxl 
N f(x)- x?+2x-m . 
— si 


x)l 
-x +2 ) 


1) Déterminer le domaine de définition de f. 
2) Déterminer m pour que f soit continue en 1. 


Pour quelle valeur de m f est continue sur IR^ {2} 


x? EQ) 


f:IR>IR; xH> 
x+1 


a) fest elle continue en 1 ? 
b) f est elle continue en 2 ? 


-4-3 
TE P 5 x +x si[x|zl 
f(x)=ax+b si|x|- 
1) Ecrire f sans le symbole des valeurs absolues. 


2) a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f 
soit continue en Хо = 1. 


b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f 
soit continue en x, = -1. 


c) En déduire les valeurs de a et b pour que f soit continue en 1 et en - 1. 
3) On suppose que a = 1 et = - 8. 
Déterminer les intervalles sur lesquels f est continue. 


I (a+2)x*+x+2a . 
— PT SU x(-1 
; x+2 


On considère la fonction f : IR O9 IR ; 


avec a etb, deux réels. 


xe 12 LEN si -1<x<3 
2 2 


44x -3-x six)3 
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1) Déterminer le domaine de définition de f. 
2) Déterminer les réels a et b pour que f soit continue en xo = -1 et en xo = 3. 
3) Pour a = 1 et b = 6, déterminer le domaine de continuité de f. 


Ч Pour tout réel m, on considère la fonction f, définie par : 
(1+3т) х? +3х si xe ed 


2 1 
f. (x)= — хе ,2 
2x? -5x +2 27 
44x? -1-mx-1 ѕіхє[2,+] 
1) a) Déterminer le domaine de définition D etf, . 


b) Etudier les limites suivantes (discuter éventuellement suivant m) 
que (x); lim f (x) I 


m m 


2) e on déterminer m pour que f, soit continue en 2. 


3) Préciser suivant m, l'ensemble de continuité de f, . 
3 


si 520 


му 1-4/x* +1 
f définiesur IR par f (x)=4(x+2)E(x) si x(0 


-2 si x=0 


1) Montrer que f est continue en xo = 0. 
2) Etudier la continuité de f en (-1). 


NU s f, ()-8С9) 20 (x)=xE(<); f, (x)»x? EC). 


1) Représenter graphiquement les restrictions de f, ; f, etf,. 
à l'intervalle : Baal: 


2) Etudier la continuité des fonctions f, Let, 
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Limites -continuité Enoncés 





NI Soit f la fonction définie sur IR" par f (x)= E(x) 
X 


1) Déterminer la restriction de f sur chacun des intervalles : 
[n.n 1[ et [n-1,n] рош nez’. 


2) Sur quel ensemble f est continue ? 


dech DESS 
Wii f est la fonction définie sur D= [-1,0 [U ]0,+00 | par f(x) = VERS 
x 


1 
a) Montrer que pour contre de D, f(x) = T 
1+x+1 


b) Etudier la limite de f en O. 
c) La fonction f est celle prolongeable par continuité en O ? Si oui défini 
ce prolongement. 


N: la fonction définie sur IR" par f(x)= 2x + 


a) Etudier la continuité de f en 0 
b) Peut-on prolonger f par continuité en 0. 


9x? 
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Limites -continuité Solutions 


CORRIGES 


y 1) lim 5x! -3x? +2х-4=5-3+2-4=0 








Wë 
. |x' «5|. [16-15] 
3) lim =——-L] 
хэ4 |х|-5 4-5 | 
[x-5]-1 _ |3-5]-1 _ 8-1 _-7 





s>3|x+3|-3 [343-3 -3 3 


5) lim /5х-5 -./5-5-40-245 


6) 3500940101. 


D lim \/зх-4-Ух 41- SA 
= ai dau 
2 2 
2 lim2* 2 ? 
хәз х^ +9 





On constate que l'on а la forme «Ou, 
0 


3 est donc une racine commune du numérateur et du dénominateur on a : 
pl, (es -2)(2х+7)_ uS мр. 


хэз .x?49 um -(x- -A)x43) ` xa3 4x43) 6 
* Le méme raisonnement pour les autres limites 


2x'-8x' |. xf Q-8x) 
——————-]im —————- 
x0 x 





lim E 
x0 X 


-lim2-8x-2 
3 2 
* lig -27 oq 3€ +3х +9) 
x3 x-3 x23 x-3 
LL NN: NN ШЕЕ 
0 x+3Vx ° Vx(Vx+3) "di? 


=limx° +3х+9=27 





UI | = 
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Limites -continuité Solutions 


ыа к a (/х+7-3)(/х+7 +3) Т JT -3 
I HUES L ———k- 


хэ2 x-2 хэ? (у. 2 хэ? (х - ds 
iba гэ ILL NEN 


=lim PRE 
x? (x- (x-2) x7 3) +3) **(x- VAS +3) 592 44х+7 +3 
| lim ————— зас bongu on remplace par 3 on obtient la forme ri 


хәз 2x-6 
dem (2-4/х+1) : Q- x1) Qt x0 
doù lim ————— = ————— ——— 
хэз 2x-6 sn (x-6)(2 x1) 
V Su 4-x-] ` 


Mc ^. Re =, 
x23 (2x-6)(2+4/x +1) cum 2(х- цэ 
3-х 1 


= Im == и е 
592(-3)0-Jx*D är 8 


Ry AE 1-1 c'est aussi la forme «0 


x32 x-2 


in Meu EDGE 1D) iru 
x22 x-2 2 (x- (2x40 ` 
ES Je -P 

кэ? (x-2)(Vx-1+1) 


2 
6 


1 1 


x-2 
=lim—— a =lim—==— = 
-1+1) хэд Jx-1+1 2 








* lim = | c’est la formes 2» 
lim х2 а EDO HD Ge Dc D (cH) 


m =^ < = E 1)=4 
im H Lo im M DG : ын (x-1) im (+1) (x + ) 


2 
2 ip AX ATAN RAT V2x +1 c'est la forme n 
Х- 


x4 
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Limites -continuité Solutions 


2 
= DES EES - т 2-7 - J2x+1 








x34 2 энэ (x- 

x x! -2x-8 (x-4)(x+2) 

хэ (x-4)(/x°-7 +4/2x +1 ) Е: (x -A) x! -7 +4/2x +1) 
zjm ТЕ б.у 


v. D ;.[x € IR; tel que x°- 5x +6#0 1-18-12,3| 


b) lim-2x + 5 = 3 et limx' -5x+6=2 d'où lim fG)- > = #0) 





e lim-2x+ 5-1 et lim x°- 5x * 6-70 d'où lim f (x)= - œ. 


x—>2* 


* lim- E E ас -5x * 6-0" d'où lim f (x)= + œ 


x2 x227 


e° lim-2x * 5--1 et lim x° - 5x * 6-0 d'où lim f (x) = + œ 


x3 


* lim -2x + 5--1 et lim y -5xt6-0' d'où lim f (x)=- œ. 


x-3* 


Ç 1) six «[3,4[; E(x)=3 donc #(х)= х? -3x + 5. 
Si xe [4,5[ ; E(x) =4 donc f(x) = х? - 4x + 5 
2) a) • lim f(x) = lim (x^- 3x + 5) = 9. 
x24 x4 


° lim f (x)= lim (^ - 4x + 5) -5. 
e tim f (x) # lim f(x). Donc f n'admet pas de limite en 4. 
b) si xe[n,n+1[ ; E(x)=n donc f(x)=x*- nx + 5 
Sixe[n-1,n[ ; E(x)=(n-1) donc f(x)= x°-(n-1)x+5. 
. lim f (x) = lim (^ - nx + 5) =n*-n*+ 5 = 5. 
. lim f(x) = іт (х? -(n-Dx +5) «n^ -n° +n+5=n+5 
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Limites -continuité Solutions 


° lim f (x) # lim f (x) donc f n'admet pas de limite en n. 

c) Six e[-1,0[ ; E(x)=-1 donc f(x) =x° +х+5 

Six e[0, 1 ; Е(х)=0 donc f(x) 2 x' +5. 

° lim f (x) = lim x° +5=5 et lim f (x) = lim (x° +х+5)=5. 


x230* 


Donc limf (x) = 5. 


Ç 1) D,={x € IR; telque x^-16 = 0) -IR- (-4,4). 
2), lim x^ -Ax? +x-4=0 et lim х?-16=0 donc 
lim f(x) est une forme indéterminée < >. 


x*- 4x*+x-4 _ x'(x-4)+(x-4) x1 








f(x)» ————À——— =" Dot tout x e D,. 
x-16 (х-4)(х+4) х+4 
34 
lim f(x)=lim ре 
кэз x+4 8 
34 
lim f(x)= lim ши 712 
x44 6 2 


: Soit A(x)=x*"-n*x""+2(n?-1)x"-n*x"!+1 


= x" 2x' 1-2 (х””-2х"-х””у-(х”-1) -а х” (х? 2x1) 
(х"-1) -n x Pg р). 


Or хэ Suphu san (c'est la somme de n terme d'une 
х-1 1-x 
suite géométrique de raison x #1 et de 1“ termel. 
Donc x" -1-(x-1)( tx? 4....9x"!) 
D'où A(x)-(x-1)? (x"! +x"?+...+x+1)?*- ах" (x-1) 
2 (х-1)[(к”!+х"?+.. Ax+1)?- n 2 ХЭТ 
(х-1У [x x ? +. х1)? -n? x] 
(х-1) 


-lim| (x x4. HIN nix Wl 1+1+..+1-n2= n-n°. 


n fois 


Donc lim f(x)- lim 
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Limites -continuité Solutions 


H Dy lim x*-2x*+ax+b=a+b-1 et lim (x-1)(x-2)=0 


alors lim f(x) est finie que lorsque a+b-1 = 0, soit a —1-b. 
* lim x*-2x3+ax+b=2a+b et lim(x-1)(x-2) -0 

alors lim f(x) est finie que lorsque2a+b = 0 

or a=1-b d'où 2-2b*b-0 ou encore b=2 et a = -1. 
x*-2x*+ax+b 

(x-1)(x-2) 
On remarque que : 1*- 2.1°- 1 + 2 = Oet 2*- 2.23-2 + 2 20 
Donc 1 et 2 sont des racines de x*-2x*-x + 2. 
х“. 2х°- x + 2 = (x - D(x - 2)(cx2+ dx +e) 
= (х2- 3x + 2) (cx? dx + e) 


= cx^ + (d - Зс) x + (e + 2c - За) x? + (-3e +20) x + 2e. 
Par indentification, on obtient : 


2) a) f(x)- 


с=1 
d-3c=-2 
c-1 
et2c-3d-0 < j e=1 
d=1 
-3e+2d=-1 
2e=2 


(-1)-2)x x1) _ 
(x-D(x-2) 
b) limf = lim x*+x+1=3 


Par suite, f(x)= x^ ext. 


lim f «limx? 4x 4127 


x2 x2 
f est une fonction rationnelle donc continue sur De IR-{ 1,2} 
comme limf =3 , limf -7 

Х-» 


xl 


alors on peut prolonger f par continuité il suffit de choisir la fonction g 


g(x) = f(x) si x e IR (1,2) 
définie sur IR par :4 g(1) = 3 
g2) 77 
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Limites -continuité Solutions 


Ni D, =Íx є]-®,2]\х-1= 0j ор, «со 
x-140 <> xzlor 1e]-o,2] d'où D, = ]-o2]u D. *e[- (1] 21R - 3). 
2) lim f (x)= lim -х+1=-1. 
lip (9)-lip 2-3 
f(2) gd donc lim f (x)=f(2) d'ou f estcontinueà gaucheen 2, 
et lim f (x)=-1 z f (2) d'oü f n'est pas continue à droite en 2. 
3) f - continue à gauche mais pas à droite en 2 d'oü f n'est pas continue en 2. 
4) х _ EH est une fonction rationnelle donc continue sur son domaine de 
х- 
définition IR V {1} d'où f est continue sur |-co,2[ -{1} ; x =>-x+l1 est une 
fonction polynôme donc continue sur IR d'oü f est continue sur Dia 


or f n'est pas continue en 2. 
Conclusion : f est continue sur IR 1,2]. 


“о 


D, -[xeIR/2x* -3х+1>0). 


* 2x? -3x +1= 0. Onremarqueque 2-3+1=0 d'où x =1 et x 





Ainsi D, dë U D. ze 


К s е 1 
хьэ 2х? -3х +1 polynôme continue et positive sur | œ, 1 е [1 „+ ail 
par suite f est continue sur р,. 
S g(x)-|2x -1.OnaD, =IR. 
Xi 2х -1 est une fonction polynôme alors continue sur IR. 


donc хэ х -1| est continue sur IR. D’ où g est continue sur D, =1К. 
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Limites -continuité Solutions 


| f(x)=2x+ E =2x PL aca si x #0 
x| 





lim f (x) =lim 2x +3=3=-1donc f n'est pas continue en 0. 
0 х0 


d f est continue en 1 si et seulement si limf (x) =f (1) 


limax? (а? -3)х-За=а? -2a-3 etlimx-1=0. 
Alors la lim f (x est finiesiseulement si:a° -2а-3=0 €» a--10ua-3. 
-x° -2x 43 
а 
Factorisons -x° -2x -3:on remarque-1-2+3=0 donc x'=1 etx 
D'où -х? -2x +3=-(x-1)(x+3) 

(x-1)(x *3) 


Ainsif (x xe ш -3 sixzl 
Х- 


** Si a=-1 alors f (x)= 


ra 


D'oü lim f (x)-lim-x-3--4-f(1) car f(1)=4a=-4. 


donc f est continue en T 


lim f (x)-lim3x +9=12 or op )=4a=12 E m 
Conclusion : f est continue en 1 si et seulement sia = 3 ou a = -1 
-x° -3x-2 х? +3х+2 
NY 1 3382 нт 
(kal kal: 
1) D, 2[x eIR /[x 1-120] - IR -(0, 2). Puisqu'on a 
|x +1|-1=0 e [x +1|=1 €» xtl=loux+1=-1 @¿x=0 ou x=-2 
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Limites -continuité Solutions 


x?+3x+2 


f(x)- 


f(x)= 
2 
lim (х) = lim lim PEPE Z 


EEN хә-1' X. 


lim f(x)= lim x'+3x+2 


x-V xl -Х- 


si xe [-1,+ | 


x?+3x+2 


l -co,-1|. 
SS 8їхє | юо,-1| 


-0 or (-1) 20 


donc lim f(x)-f (-1). Parsuitef estcontinueen -1 


D D, -[xe TR /х+1>0 et x#0}U (0 }=[-1, +=[ 


2) meb an VE Ele lim Q/x*1-D(/x 1-1) 
x0 x0 x x->0 "х/х oc 


1 1 


. x 4 
= [in ————— = lim E 
хэд x(/x+1+1) = x+1+1 2 


f est continue en 0 si seulement si lim f (x}=f (0). Ou encore Цэн 
x->0 2 


c 1) lim f(x x)= lim J5- -4x =.f9=3 et lim f (x)= lim x° -x+1=3 
or Beet -3ainsi lim f (x)-3- f (-1). 
Par suite f est continue en - 1. 

2) lim f (x)= lim /5-4x =1 et lim f (x) = lim ах? +2bx-4=a+2b-4 


et f (1) = 1 d’où f est continue en 1 si et seulement si : 
а-25-4-1 ou encore a + 2b = 5 


N y a 


1-х20 
a) Df=]xeIR/{ 1-x 20 }=[-1,1] N (0) puisqu'on a 
xx0 


58 


Limites -continuité Solutions 


1-х20 x>-1 

* 41-x>0 e4xxl e xe[-1,1] (0). 
х+0 х+0 

b) limf (x) n = > — Hex 


TM 0 э -lim 2 is 
хэд x(1+x+/1-x) хэо ЇХ-41441-х c 


im f (x) == 2 et lim f (x -2-7 


xol 


2) a) lim g(x)= lim £(x)-1]-1-1-0. 


xVx +x _ li (xvVx+x)vVx 
EU A de 

2 x xx 
а EXE | ыкы 
x—0' x x—0° x x—0° 


donc lim g (x)= lim g(x) 7 g(0) d'où gest continue en 0. 
x20 x0 


хх +х 
4х 


| Xn xVx +x est continue 














b)* Si xeIR; ; g(x)- 


xvx continuesur IR” 
| *. alors + surIR, carc'estlasommede 
xr2xestcontinuesurIR , š : 
deux fonctions continues. 


x Vx +x 
> 


R est continue sur IR ; 
x 





alors 


x=>x vx +x continuesur IR? 
car c'est le quotient de deux 


. * 
xr ух estcontinuesurIR, : : 
fonctions continues. 


Donc g est continue sur IR? 
* Sixe [-1,0[;g(x)=f(x)-1 
* Ta fonction quia : x 1-x estcontinueet positive sur [- 1, o[ : 


donc la fonction аша: x 2 4/1-x estcontinuesur [- 1 Wi 
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Limites -continuité | Solutions 


* la fonction quia: x+->1+x est continue et positive sur [-1,0[. 
donc la fonction qui a xi 17x est continue sur [-1,0[. 
donc la fonction qui a xi2 4/1+х- {1-х est continue sur[-1,0[. 


* Ја fonction xi x estcontinue pour tout xe[-1,0[. 
JI tx -4/1-xX 
X 


car c'est le quotient de deux fonctions continues. 


/\-х-/+х 
x 


donc gestcontinuesur [-1 : o[ : 


donc x i> est continue sur [-1 ; d : 


d'où x > -1 estcontinuesur[-1, 0[. 
d'où gest continue sur H : О| ]o ‚коо [ etonagcontinueen 0 
d'où g est continue sur ]H “+ о. 
lim. g(x)= lim х)-1-4241-8(4) 
Conclusion : g est continue sur [-1,+ә/. 


ç _х°-3х+2 


кка 
1) D, =ÍxeIR telque[x - 1-140] 
Ф©|х-1[-1=0 2 |х-1=1 < x-1=1 ou х-1=-1. 
<S x=2 ou x=0 ;ainsi Df=IR\{0,2}. 


2 - - 
2) а) lim f (x)- lim -3x+2 QU 2)(x D 8 1-1. 
x22 x22 x-2 x32 (x-2) хә? 


2 
b) limf (x)= lim x -3x*12 0 
xl Х-»-00 x-2 -1 
3) lim g(x)= lim f (x)=1 


x22* 





=0 


I OQ ax+E(x)_2a+] 
is EE il тр 


g(2)=1 
g continue en 2 siet seulement si lim g(x)= lim g(x)=g(2) 


donc 2a +1 =1 <> a =0. 
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Limites -continuité Solutions 


NY D, =(xe]-œ,1]/ x? +3> охе, +o/ -x+2#0) 
= ]-œ,1]UJ1,2[U]2,+c0f =IR M2]. 


2 
+2x- 
2) lim f (x)= lim *2* 3 
x1 xt -x +2 


lim f (x) - lim x? +3 +2x=4=f (1). 
xl xl 


f est continue en 1 si et seulementsi lim f (x)=limf(x)=f (1). 


xU 
c3-m-4 o Jm. 
3) * Simz-1alors f n'est pas continue en 1 
donc f n'est pas continue sur IR\{2}. 


* Si m= -1 alors f est continue en 1 et de plus опа: 


* x ox? +3 continue sur IR carx 9 x? +3 positive et continue sur IR. 
* x 52x continue sur IR car c'est un polynôme donc f est continue 
sur |-oo,1[. 
2 
x°+2x-m 7 e 
* Жэ est rationnelle donc elle est continue sur IR - (2) 
-Х 
Donc f est continue ви +co[ \{2}. 


Conclusion : f est continue sur IR \{2} si et seulement si m = -1 


Wat) 


2) 1 
nsa or E(—) =0 


e(2)=n e nz (n+1 < 2n<x(2n+2 


Si xe [2n, 2n +2] alors E| Z on. 


2 





Si xe 0,2 шог 5 )=0 doncf(x)- = 
2 . x+] 
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Limites -continuité Solutions 


х? +1 
x+1 ` 





Si xe [2,4 alors dk 1 doncf(x)- 


2 
comme 1 e (0, 2[lim f (x) = lim X ct (1) donc f est continue en 1. 
x 





x 4 
T х4 | 
е ео 


Donc lim f (x) # lim f (x) d’où f n'est pas continue en 2 
x32 DÉEN 








Эх”? Ы :3x"+x+4 





Si xe | ю,-2| alors f(x)= a - 
х x 


Ax? 44 зах 4(х? -1) 
-x-1 x+ 


Si xe [-2,0]\{-1} alors £ (x)= +x=5x-4 


Si xe [0,2] (1) alors f(x)=-3x-4. 

x!-x- -4_ х? +x+4 
x-1 1-x 

2) a) limf (x)=lim-3x-4=-7 et f (1)=a+b. 


Si xe [2, +оо [ alors f (x )= 


f est continue en 1 > lim f (x)=f (1)a+b=-7. 
хэ] 


b) lim f (x)= lim 5x -4=-9 or f (-1)=-a +b. 





f est continue en —1 < lim f (x)=f (-1) <> -a+b=-9. 
x->-1 


c) f est continue en 1 et en -1 si seulement si 


atb--7 Оп additionne membre à membre , onobtient 2b --16 
-a +b=-9 Ainsi b=-8 d'où a=1. 
3) Pour a = 1 et b = -8, on sait que f est continue en 1 et en -1. 


3x’ +x+4 no ` . 
Sur La " 21 ;f (x) == est la restriction d'une fonction rationnelle 
x 
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Limites -continuité Solutions 


donc continue sur La, 2]. 
Sur 2, -1[ o ]-1,0[ ;f (x)=5x -4est la restriction d'une fonction affine 
donc continue sur |-2,-1[u |-1,0[. 


Sur Jo,1|u ]1 ,2[ ;f(x)=-3x-4 affine donc continnue sur 0,1 [U [1, 2]. 
2 
Sur ., e| ; f (= ES est la restriction d'une fonction rationnelle 
-x 


donc continue sur ]2 Я +| е 


Continuité ер 2 : 


? +x+ 
lim f (x)=lim-3x-4=-10 et lim f (x)= lim Z *X*4 16 
xc x3 х-»2" x—2* 1-x 
et f(2) = -10 donc f est continue en 2. 


Continuité en -2 : 


2 
lim f(x)- lim M X5. 14, 
xo(2y xo(2y x+] 
lim f(x)» lim 5х-4=-14= lim f (x)-f(-2). 
шаг шах шых) 


D'où f est continue en -2. 
Conclusion : f est continue sur IR. 


ХУ» D,=f{xel]-o,-1[/x+2#0}Ufxe[-1,3]}U{xe J3, +0[/4x-320} 
= (]-0,-1[\{2})0[-1,3]0 B. лс =IR 2). 
(а+2)х? +х+2а а+2-1+2а _ 


2) lim (х) = lim IX —— — LATINE 3.9.9 
x>- x=>-17 x+2 1 


Р . 1 7 
lim Цааш - x Hb=4+b=f(-1). 
f estcontinueen-1 < lim f (x) -£(-1) 3a+ 1=4+b <> 3a-b=3. 


: "A 7 
lim f (x)= lim x' 2 b=-6+b=f(3) 


lim f (x)= lim 44x -3-x - 0. 
f estcontinueen3 S -6+b=0 «b-6. 
Or 3a-b=3 donc За =9 ouencore а =3. 
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Limites -continuité Solutions 


4) b = 6 alors f est continue en 3 ora = 1 donc f n'est pas continue en -1 . 


3x? +x +2 


Sur La -1[ \{-2} ;f (x) RI est la restriction d'une fonction 
x 


rationnelle donc continue sur F œ,- 1] \ (2j : 

Sur |-1, 3[ f est la restriction d'un polynôme donc continuesur | 1, 3. 

Sur B ‚+ [ опа:хі 4x -3est continue et positive donc 

хн 4/4x -3 est continue sur IE j GH et хі -x continue sur Ë KE 
d° ой f est continue sur | ,4сс|. 


Conclusion : f est continue sur IR \{-2 21 


& 1) a) Sixe Le [it69- (3m) +3x pas de condition 


donc D, dÉ) 
2 


D, д telque 2х? Sedan) 


D, lee +| telque4x? -120). 


* 2x? -5x 2-0. 
А=25-16=9 deng 222 ne 
4 2 
я 1 
d'où:D, -E4. 
2 


* Ax? .]20 





D'ou D, =[2,+œ[ ;par suite D; =D, UD, UD, =IR \ G 


* lim f&)- (123m) 13-347 
гү 4 24 4 


хы = 
2 
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Limites -continuité Solutions 


lim. f£, (x)=+œ , Car lim eis -8(0 et lim (2х? -5х +2)=0 


x| = x хэ- 
2 2 







2 


2x? -5x +2 


donc limf (x)n'existepas. 


хэ 
2 


(х-2)(х? +2х+4) cp E йы... 
2(x-2)(x-3) E 
2) lim f, (x)=f (2)=V15-2m-1. 


f est continue en 2 si et seulement si lim fa (x)= lim fa (x)=f (2). 


m m 


: -5 
V15-2m-1=4 e 201-4/15-5 su 
Ei 5 


f est continue en 2 si et seulement si m = EL 


* lim £, (х) =lim 





3) * dE f(x) (143m)x? *3x. 


x H> (1+3m)x°+3x = 


carc'estla restriction d'une син 


Ї 
Ж са = 
ine Da иас 


х?- 8 "S : : ; 
x кэ = est la restriction d'une fonction rationnelle avec un 
2x ^-5x +2 


dénominateur non nul sur EA donc elle est continue sur zr 
si x €]2,+00[ ; f (х) = V Ax?-1 - mx -1 
x > 4х? - 12 0 et continue sur D. Got 


donc la fonction x 44x? —1 est continue sur D. el 
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Limites -continuité Solutions 


x H> —mx -1 est continue sur D. vol 
donc x H> V Ax? —1 —mx-1 est continue sur]2, Act 


415-5 
2 





*Si m = alors f, continue en 2 


etonaf, continue sur | ZEE D. ze, 


parsuite Df, — IR Чэ = Domaine de continuité de f 


* Sim z 





alors Рё, = IR de d 


1) lim f (x)= lim —-—— 
x—0* x30 |. x? +1 
x (ie e +1) (ie ee +1) 
= lim ————————-- lim ——c- 
х-»0” 1-(x? +1) x—0° -1 
* Sixe[-1,0[ alors E(x) --1doncf (x)=-(x+2) 
lim f(x) lim -(x+2)=-2. 
* f(0)=-2 donc f (0)=lim f (x) =-2 ainsi f est continue en 0. 
2) Sixe[-1,0[alorsE(x)=-1 doncf (x)=-(x+2) 
Sixe[-2,-1[ alors E(x)=-2 donc f (x)=-2(x+2). 
limf(x)=lim(x+2)E(x). 
* lim f (x)= lim -2(x+2)=-2et lim f (x)= hm ш 
x»(-i x>- x—(-1 x—(-1 


donc lim f (x) z lim f (x) d'où f est discontinueen -1. 
х--Г xl" 
y 1 
1) xe Estel e X e lua et lyo 
4 4 X X 


Etre x)1 donc E 5-0 
X X 
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el < ере donc Seet 
х 2 X 


32175724 Leid PE 
x 3 2 x 








34164 e х TIS donc SE D'où: 
x 4 3 x 
0 sixe]L ёс 0 хє +f 0 six e || ,+—[ 
] sixe a X “хе ы! x? sixe La 
2 2 2 
f (x)- 2 sixe À L f (x)- 2x si xe À 3 List: 2x! sixe H 2 
372 372 322 
3 sc A 3x sixe H 3x? sixe |. 
[ 4'3 4^3 473 





2) * La restriction def, sur ]1,+c[ respectivement sur Ё ; | : Ё A 


11 : : 
et |" : 1 est une constante donc continue sur chaque intervalle: 


lim f, (x)=0 et lim f, (x)=1 donc f n'est pas continue en 1 
x> xV 
lim f,(x)=2# lim f (x)=1 et 
| 1 
х | хә 2 
lim f, (x)=2=3= lim f, (x). 
1 гү 


E vil 


Conclusion : f, estcontinue sur Ir ; vel \ 5 Е j : 
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* La restriction de f, sur Ї : rel respectivement sur: Ë 1 ; Ё | | : 
Ë A J est une fonction linéaire donc continue sur chaque intervalle. 
lim f, (x)=0#limf, (х)=1. 
1 : 
21 f, (x)=>* Es f, (x)=1. 
2 2 
2. 
A f, (x) < ka f, (x)=1. 
3 3 
* Larestriction def, sur Ї f *oo| respectivement sur Ё ; | Ё š 2 
et h : ï est une fonction polynôme donc continue sur chaque intervalle. 
lim f, (х)=0= limf (x)=1 
lim f. GU lim f. (x)=1 et lim f (x)-2« lim £,(x) ша, 
4e cow cw Е 
2 2 3 3 


Donc f,, f, et f, sont continue sur Ё А zl - b E J : 


му, п<х<п+1 => E(x)=n >f(x)=Ž. 
x 


п-1<х(п = E(x)=n-1 > j 22 
x 


. 1 : š 
2) хђЕ (x) continuesur IR \ Z et x i — continuesur IR 
x 


Alors f est continue sur ІВ \ Z 

*Continuité def ennavecne Z 

lim f (x) lim Pilet lim BÍ P (n)=1. 
xn x2n X xor n n 

Donc f n'est pas continue en tout point n e Z” 
Conclusion : f est continue sur IRN Z. 
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NU o TE . _ (V1Fx-1)(V1+x+1) 
Е x( V 14x +1) 
JEX -P fA l 


Ë mm. xxl) Vi+x+1 


b) lim f(x) = lim ! 


хэд X3 


с) lim ai alors f est prolongeable par continuité en O il suffit de choisir 





g définie sur [-1,+c0[ раг: g(x) = f(x) si x= O et g(0) = n 


N Опа: V9x?* =3|x| 


2 
= Сш Aal 
x x 


lim f(x)» lim 2x i E x > 0 — |х|=х) 
x->0* x—0* x 
-lim2x * 3-3 
x0 
: 1 -3x 
lim f(x)=1 lim 2x+- (car x <0= |x| -x) 
v o x 


=]im2x-3 = -3 donc lim f z lim f 


x20 хәб 
d'ou f n'a pas de limite en 0 par suite f n'est pas continue en О. 
b) On ne peut pas prolonger f par continuité car lim f n'existe pas. 
хә 
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Chapitre IV 
Limites et comportement asymptotique 


I) Limite infinie à l'infini : 

m Définitions : 

1) lim f(x) 7^ o» signifie que VA >0 ‚11 existe D > 0 tel que 
Six» alors f(x) > A. 

2) lim f(x) 7» — o» signifie que V A>0 il existe В > 0 tel que 
Six» alors f(x) <-A. 

3) lim f(x) -— eo signifie que VA >0, il existe p > 0 tel que 
Six«- alors f(x) < -A. 

4) limf(x) =+ o» signifie que VA 0 il existe B > 0 tel que 
Six<-B alors f(x) > A. 

m Théorèmes : 

lim /x-a =+ oo et lim./a-x =+ 


X— +00 
+œ sinestpair 


X +00 


lim (x -a)" =+ oo etlim(x-a)" = | EE 
Ex —00 sinestimpair 


II) Limites finies en +оо et —oo : 
m Définitions : 
1) lim f(x) =L signifie que V А >0 , il existe B > 0 tel que x > p 


alors |f(x) -L|« A . 
2) lim f(x) * L signifie que VA >0 , il existe В > 0 tel que x < -B 
alors |) - L| <A. 


m Théorème: Silimf-o alors E 


III) Limites infinies en un réel : 
Définitions : 
1) limf(x) 24 œ signifie que V A>0 il existe B>0 tel que 


0 <|x-a| <B alors f(x) > A. 
2) limf(x)=- signifie que VA »0,il existe B>0 tel que 
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Si 0 <|х -a|« alors f(x) < -A. 

3) lim f(x) =+ oo signifie que VA -0, 3B>0 tel que 
510 <x+a<f alors f(x) > A. 

4) lim f(x) =+ œ signifie que VA >0, 3B>0 tel que 
510 <а-х «p alors f(x) > A. 


IV) Calculs de limites : 
о un réel fini où +œ où -œ ; Let (' sont deux réels finies. 





» limite d'une FE limite d'une somme de fonction. 


lim f(x) = +оо 
lim ng(x) -00 
lim io EG e = FI 




















ЕЛ: Forme indéterminée. Ce sont les cas où l’on ne peut pas conclure 
directement. 








Ce tableau a été simplifié pour rendre la mémorisation plus facile ; il faut 
naturellement appliquer la régle de signe au résultat. 


Exemple : lim f(x)- +оо ;lim р(х) = -2 alors lim f(x)xg(x)= — oo 
> Limite d’un quotient de fonction : 






































| lim f(x) a £= 0 Bä T ( 
limg(x) | (40 | 0° 0 0 38 
DH D oo 
lim ËD f(x) L +œ si £»0 | +œ поо SEE RR NT 
зо р(х) £' —o si £«0 | -оя510»0 régle de 
signe 











L... 
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Formes indéterminées : 


Formes 
Comment lever l'indétermination ? pistes 
indéterminées 


co -00 ou Mettre en facteur l'expression « prépondérante » 


XN Chercher une simplification ou se ramener à — 


ER Chercher une simplification 
Ёс Multiplier et diviser par l'expression conjuguée 
des V ` ou factoriser. 


f(x) за, x" *a, XU ...*ax*a, avec a # 0 
! 0 





n 
lim f(x) = lim a, x 
x+n X 
ou ou 
x--0 x—— 


a x"+...ta,x+a 
> g (x) = n ] 0 


= aveca, #0 et b, #0 
b, X^ t... tb xtb, 








a x" 
lim g(x) = lim 
"DE s 
lim f(x) = £ 
> roc = lim SQV. 
f(x) > 0 pes 
Théorèmes : 


1) limf(x) 2-oo —lim4f(x) 24 o. 


lim f(x)=L 
ne Е =L. 


et f(x) 20 


m Les Asymptotes : 
Soit f une fonction et C sa représentation graphique dans un repère du plan. 


> lim х) = +оо ou lim f(x) =-œ ou lim f(x) =+œ où lim f(x) =-œ. 


xb 


On dit alors que À : x = b est une TAE verticale à С. 


> lim f(x)-a où lim f(x)-a. On dit alors que 


A':y=a est une asymptote horizontale à C au voisinage de +оо ou-oo. 
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> limf(x) =œ (onremplace oo par soit +оо où -oo). 


On cherche à écrire f sous la forme : f(x) = ax + b + g (x). 
Si limg(x)-0, on déduit alors дие: 






А : y =a x + b est une asymptote au voisinage de œ. 










m Position Ç etA: 


> A une droite, A :y=ax+b: 
*Sif(x)-(a x + b) z 0; alors Gest au dessus de A. 






* Si f(x) — (a x + b) € 0; alors Gest au dessous de A. 






> Montrer que deux courbes Ç et б, sont tangentes au point 






d'abscisse xo : 
On détermine les équations des tangentes aux deux courbes au point 
commun d'abscisse xo et on constate qu'il s'agit de la m&me droite. 






Remarque : En utilise souvent les théorëmes et les opérations sur les 
limites et rarement les définitives des limites. 
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ENONCES 


V Calculer les limites suivantes : 


j T. : 1 1 : 1 
lim-2+—+— ; lim-2+-4+=>; lim => : 
хәб" X X X—>+00 X X хэ+о x^ +] 


D X zd 1 y x+1 . 2 1 
lim——; lim— ; lim JS Lt 
x20 x х-»0" 4 lx X—>+00 X 


V Dresser à chaque fois le tableau de signe du dénominateur, 
puis calculer les limites suivantes : 








I . - x?+1 
lim =>; lim => ; lim —— ; lim —— $ 
x20 x x22 x-2 xo-b (x+1) хэ! (x-2)(x-1) 


1 1-3х . Vx+7 
ins lim 
x>0 xs хэ? 2-х 


V On donne Ё: IROIR ; x H> 4х41-4х. 


a) Déterminer Dy. 





1 
b) Montrer que pour tout x«D,; Ё (х)= ———7— 
Vx+1 + Ух 


с) Déduire la limite de f(x) en +œ. 
Montrer que Vx e D, ;0 <f (z) <1. 


ç Calculer les limites suivantes : 





2 
: А . xà . x -2 
lim x^-x-1 ; lim x?^-x-1 ; lim << ; lim ; 
x——o X40 x24 x+] x24 x+] 
x -1 . 0xX-2x!'x41 | Q0 —x+2x° 








lim = ; lim 3 : 
хэ-о x“ +] x—— 3(x+1) хэ+о LA 


Ч Calculer les limites en +œ puis en -œ, des fonction suivantes : 


a) f (x)= V9x? -8x +6 -х. b)g(x)=Vx?-8x+6 -x. 
ОНОХ E343. dji (x VR Е 
x 


Nee les limites suivantes ` 
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Ax Зэр Zos 
lini É À ER iie im * E dnce 


x23 2x-6 x2 X-2 x31 х=] хээ 


Ç Soit la fonction g définie par : g(x) = х+1+үх?+х +2 


1) Déterminer le domaine de définition de g. 
2) Calculer les limites suivantes : 


lim g (x) ; lim g (x) ; lim É £ = ege [в (х)-2х]. 











\5/ Soit la fonction h définie par : h(x) = 
мэтэ то +1 - - - 


1) Déterminer le domaine de définition de h. 
2) Peut-on parler de la limite de h en +œ ? 
3) Calculer la limite de h en 0. 


ND soi la fonction f m définie раг: f (x) = Vx^* 4 + mx , ou me IR. 


Déterminer suivant m, lim f (x). 
` X—-0 


Soit pour tout x de IR ; f (x) = (x1) et g (x) =V4x? +1- 42. 


1) Déterminer : lim хэ lim Am. lim Җх) 
x р(х)’ E i g(x) ` SC gx) 
2) Déterminer : lim (f(x) - g(x)) et lim(f(x) - g(x)). 


xl 
2 


Nos considére deux fonctions f et g définies sur IR par : 
f 
f(x)=|x|(1-x? ) et g(x)=-x*+x. On pose h (x) = um 
X 
1) Déterminer le domaine de définition de h. 
2) Déterminer la limite de h(x) quand x tend vers 0 respectivement vers -oo. 
3) Déterminer lim [h (х) + х]. 


Nei f la fonction définie par f (x)= z A s . 
x 


+2 





1) Préciser le domaine de définition de f. 
2) Déterminer la limite de f (x) lorsque x tend vers 0 respectivement -co. 
3) Soit la fonction g définie par g (h)= f (1+ h). 


75 


Limites et comportement asymptotique Enoncés 


a) Préciser le domaine de définition de g. 
b) Déterminer la limite de f (1+ h) lorsque h tend vers 0. 


Ni ?_ 1) x? * 2m? x- 
Soit la fonction f m: x» mom 
Х- 
Discuter suivant m, lim f, (x)et lim f, (x) 


2 
\/ -7-4 t 
NY aqp EINE ГЭТЭЛ 


x-4 
a) Calculer lim f(x) et la limite def en 4 
b) Etudier la continuité defen4 . 
ax +4 
g (x) = e 
+ cx + 
g NT SIS si X> l 
x-1 
a) Déterminer a, b, c pour que g admette une limite finie en 1. 
b) Discuter suivant a, bet c lim g (x) ; lim g (x) 


- 8x + 
му, Déterminer lim ———— c ue : 
> ух -1 


2) soit la fonction f définie par f (x) = 


si x«l 





2) 


ух? +х+1 
xtlt4x! exl 


a) Montrer que la fonction f (x) est définie et positive et continue 
pour tout x € IR. 
b) Etudier la limite de f (x) quand x tend vers +œ respectivement vers -oo. 


2) On considère la fonction définie par g (x) = x (= 
Х- 


a) Montrer que EE g(s) = 
э+о у 


b) rechercher | pn (g (x) - x) 


V Soient a et b deux réels et f l'application de IR vers IR définies par : 


f(x)=ax+b- Vx?*+1. 


Déterminer a et b pour que : lim =. 2 et lim [f(x)-2x |=2. 
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br: les limites suivantes : 
-Jx^ +x+] 
lim x JE ; dim Vx+ ух - үх; [arem P= | 





X—+00 Ke A gc 2x + lag? +x 








. Мх-2х v АЖ 4 XS 
lim ; lim ———. 
x9 Jx =] vU x-1 
2 
Ч, «нх ast ЕР. 
x - à 


Calculer les nombre réels 0, B et ó, sachant que : 
lim f (x) =2 lim f (x) = -o et lim f(x) =1 


x -8x +7 . 
— = sx^l 


Ух -1 


Soit f(x) 24x? - 13x si 0<x <1 


Ke si x«0 
x 


]) Déterminer la limite de f quand x tend vers 1. 
2) Calculer limf (x); lim f(x) ; lim f(x). 
f(x)=Vx* -1+4-x six > 1 
+ 3 Е + 2 
g Soit f définie sur IR, par : ra = ЭХ atm 510<х<1 
x - 
f(x)= x'J-x*2x-lsix«0 
avec m un paramëtre rée] donné. 
1) Calculer lim f(x) et lim f (x). 


2) b) Etudier suivant les valeurs de m, la limite à gauche de f en 1. 
с) pour quelle valeur de m, on a: lim f (x) = lim f (x) 
x31 хә 


V Vrai - Faux 


Répondre par vrai ou faux à chacune des affirmations suivantes avec 
justification . 
1) une fonction rationnelle a toujours deux asymptotes 
* Pour questions 2) : 3) et 4 on donne le tableau de variations d'une 
fonction Ё: 
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2) l'équation f(x) =0 admet deux solutions 
3) f admet une asymptote oblique 
4) f admet deux asymptotes horizontales 


5) A: y = 2х +3 est une asymptote oblique de la fonction f(x) = 2x 3 = 
x 


au voisinage de + œ. 


NO soi f définie par f(x)- 2 | et( C) sa courbe représentative 
x - 


dans un repère orthonormé (0,,)) 





1) Déterminer D, son domaine de définition 
2) a) déterminer les limites de f aux bornes de D, 
b) En déduire les asymptotes de ( Ó 





Soit f la fonction définie par f(x)- et (Ó sa courbe 


(x-2) 
-1 
représentative dans un repère orthonormé (oi 
1) Déterminer D, le domaine de définition de f. 
2) a) Déterminer les limites de f aux bornes de D, 
b) En déduire l'équation de l'asymptote verticale à ( Ó 
3) a) Déterminer trois réels a, b et c tels que pour tout x £1 


f(x) ax + b + 
Х-1 


b) En déduire que la droite A: y = x-3 et une asymptote à ( Ô 


x°+2x-1 
Soit f définie par f(x)» —————— et désigne sa courbe. 


1) Déterminer D, le domaine de définition de f. 
2) Déterminer les limites de f aux bornes de D, 
3) En déduire que (0) admet une asymptote dont on déterminera l'équation. 
Soit f la fonction définie par :f(x) = Vx?-3x+1 
1) Déterminer D, son domaine de définition. 
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2) Montrer que pour tout x e D, ,f(x) = ‚|(х- Зу 3 


3) a) Montrer que la droite A: y = x 4 est une asymptote à G en +оо, 


b) Etudier la position de ( G) par rapport à A 


La fonction Ё: x o x*Vx?-1 
1) Vérifier que f est définie sur D=]-c0,-] U[1, +co[ 
2) Montrer que pour tout x e D : f(x). f(-x) 2-1. (1) 
3) a) Etudier la limite de fen Aen, 


b) En déduire de (1) celle en -œ. Interpréter géométriquement. 
4) Montrer que la droite A d'équation y = 2x est une asymptote à Gen «со, 


N considëre une fonction f définie sur ]0,+co[ dont la courbe 
représentative ( Ó est donnée ci dessous dans un repëre orthogonal et 
la droite d'équation y = x 
A) Exploitation du graphique : 
]) On admet que l'axe des 
ordonnées et D sont asymptotes à 
la courbe ( Ó 


donner alors lim f et lim f 
х 


2) Le point SER) et le point 


commun de C et D. 
D'aprés le graphique , quelle est 
en fonction de x la position de (0) 
par rapport à D ? 





3) D'aprés le graphique, quel est le sens de variations de f. 
B) justification des observations graphiques : 


La fonction f est définie par f(x) = x + Ë - Е sur IR; 
X X 
1) a) Calculer lim f puis justifier que la droite D:y = x est asymptote à (Ó 


b) En étudiant le signe de f(x) —x. retrouver les résultats de la question A)2) 
c) Déterminer les coordonnées du point K d'intersection de (0 et D. 

2) a) Ecrire f sous forme d'un quotient. 
b) Calculer lim f et en déduire l'existence de la seconde asymptote. 
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CORRIGÉS 


7 Шил lim нийн d'où lim - 241 H de 
x? 








хэ0* x x20 x—0* X 
Хон! | + e 1 1 
e lin —-0 et lim —= 0 d'où lim -2 +—+—= - 2. 
хэ+о X X—+ X x x x 
* lim x*+ 1= + eo d'où lim —— 0. 
xX->4+00 x x * +1 
. x-1 
elimx - 1= -1 et lim x?*= 0* d'où lim—7-— - œ 
x0 x0 x20 x 
х-1 
e limx +1=1 et lim Vx= 0" d'où lim =+œ 


x->0* Vx 


edu LE dét lim x°- 1 = +оо d'où lim iqq 


Lis tox xo Ate x 


Par suite lim lx -1+ LN 
х0" X 


limx - 17 -1 et lim x = 0” d'où pores 
x0 x—0* x 





2 


Donc il est nécessaire d'étudier la limite à droite et à gauche en 2. 





Опа: lim x-2= 0` et lim x - 1 = 1 d'où lim 2 ` 








=-00 
х- 2 x22 x32 X - 

: 4 . x-1 

et lim x-2 =0" et lim x-1=1 d'où lim = + co 
x—2* x—2* хэ x - 2 
Conclusion : lim À -1 z lim X - l donc la limite en 2 n'existe pas. 
x X - 2 x> X - 
° limx - 17-2 et lim (x + 1)° —0* d'où lim 2" 0 
= > (xH)? 
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(x-2) (x-1) 





Ona: 
+ 1 X 24 1 
* lim (x - 2)x - 1) 2 0* et lim x° +] =2 d'où lim——əe = 
xot (x - 2)(x - 1) 

I 1 x Rl 
Ф т (х - 2)(х- 1)=0 et lim x° +1=2 d'où lim?" = 

x1* Kach (х - 2)(х - 1) 

2 2 

* lige 14.4. ЭР, z li МЕР. e M Donc la limite en 1 n'existe pas. 


i im 
»e»(x-2)x-1) хә" (х-2)(х- 1) 





Опа: 
+ : + 2 1- 3x 
* lim 0*-2x* +3x=0* et lim1- 3x7] d'où lim— = =+ œ 
x0* x—0* -2х? + 3х 
1-3х 
* lim-2x? +3x=0 et lim1-3x=1 d'où lim ——— — = - co 
x07 x07 KA 2x? + 3х 
* 1-3х Е 1- 
9 lim ————— z lim . Donc la limite en 0 n'existe pas. 
xOU -2x" +3x хэс 2x! + 3х 





2 





X 








4 +7 
Ka lim 2 - x=0"et t lim VX +7 = 3 d'où lim x = + œ 


x22 -X 


А | + 
+ lm2-x=0 et lim 4x +7 =3 d'où lim 21 
х-»2" 


х-»2" -Х 





? lim УХ+7 2 Їл Ld . Donc la limite en 2 n'existe pas. 


x22 2-Х x32* 


V a) Di-[xeIR tel que x c 120etx z0 } =R, 
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b) f (= VTT = Vx = MORE 1 + J) 
bilt 
х+1-х 1 
=-= =A pour toutx e IR, 

«жек тај 

pour tout xe IR, 

c) lim Vx +1= lim Vx =+00 ; раг suite lim Vx 414 x 

= +оо, Donc lim f(x) 20 


On ал pour tout xe D, ;x Z0 donc Vx * 121. 


` <1. 


HEES EE E 


Donc 4/х4144х 21 et par suite 0 < 


Finalement : 0< f (x) < 1. 


v En -œ ou +œ, la limite d'une fonction polynôme est égale à la limite 
de son terme de plus haut degré donc : 
lim (x?- x -1) = lim x? = +оо; lim (x^- x - 1) = lim x^- + œ. 
X—-0 X—>—0 X—+o X—+o 
e En -œ ou +оо, la limite d'une fonction rationnelle est égale à la limite 


de son termes de plus haut. degré du numérateur divisé par le terme de plus 
haut degré du dénominateur. 











: "m 
* lim = lim = = 1. 
хэ+о x + 1 x0 X 
2 2 
. X-2 . X | 
* lim = lim — = lim х= + оо. 
x3 X + 1 x>+o X X—+c 
* 1: x š 
lim = lim — = lim =Â = 0 
x2-o x + 1 хэ-о X x2-o X 
2 x'-2x! -x+1 x _1 
x—— 3 ( + 1) x—— ax? 3 
2 -x+2x? . 2x? Е 
* lim ————- = lim — = lim (-2х) = - œ. 
хэн 4-4 хә+о -X X0 


Vi lim9x^- 8x + 6 = lim9x?= + оо et lim Vx = + co 


X40 
donc d'aprés le théoréme on a : 
lim /9x2- 8x + 6= + оо, comme lim-x=+ o d'où limf (x)= + o 
-0 — — 


Il n'y a pas d'indétermination dans ce cas il ne faut pas 
transformer l'expression. 
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Par contre en +œ il y a une indétermination du type +оо -oo ; 


factorisons f (x) = |x2 (9 - 2 + 2) -x= x 9 - 8 + £s 
NE 2 X X 


lorsque x tend vers +œ ; x est positif donc |х| =x 


D'od f(x) =x ([9- ZA Bu 
X X 
: | 8 6 Я 
On a lim( 9-—+— - 1) =2 donc lim f(x) = t о, 
+ x x +o 


b) comme l'exemple a) la limite de g (x) en - ne pose pas de 
probléme on a : 

lim р(х) = — car іт үх? - 8x + 6 = +оо et lim — x = +00 

Xx—-—0 Nän X—>—00 
Pour la limite en +00, essayons de procéder comme dans l'exemple 
précédent. 


En factorisant on obtient : g (x) 2 x ( h- 8 4 2 -1 ) le terme 
X x 


entre parenthése a pour limite 0 on a donc la forme indéterminée 


du type œ х0. 
Cette méthode ne permet pas de conclure dans ce cas essayons alors la 


2%" Méthode : multiplions et divisons g (x) parJx^- 8x +6 +x. On 


a: 

pos (Мх? - 8x +6 - x) Nx? - 8x - 6 4 x) 
(Мх? - 8x - 6 x) 

_ x-8x46-x^ — -8x + 6 


АД? -8x+6 +x р J4x!-Sx 64x. 


l'indétermination n'est pas toujours levée : numérateur et 
dénominateur tendent vers l'infini dans un tel cas on essais à nouveau la 


factorisation. 
х Е + $) -8+ 6 
X x 


LL илэн CREER ыс = 
RTE 1-26 
X X {| X X 


Le numérateur tend vers -8 ; le dénominateur vers 2 d’où lim g (x) = - 4. 
+0. 
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c) limx?+3=+0œ donc Wmd x^--3 =+оо et limx=+œ doù limh(x)=+œ. 


Par contre en -œ il y a une indétermination de la forme +0 -oo 
хаш +3+ x) (Vx*+3- -X) х x*+3- x? _ ES Sé 
Jx/43 -x Vx*+3-x Vx*+3-x 


or limvx*+ 3 = +оо et lim-x= + oo d'où limh(x)= 0. 


d) En +œ, k (x) se présente sous forme indéterminée — . 
oo 


1 
ШЭЭС || вэ 
Опа k G) МЭ гээл XE e or x > 0, soit |х|= x 
X X 


29) I 
— * 2 d'où lim k (x) = lim Jl - — +1=2. 
+20 +20 x 


donc k (x) = 
x 


* en -oo, le numérateur se présente sous la forme indéterminée +оо -co 


bl L tx 
k(x)=_ ———(Qx--x car x < 0 
allen 
EE Aude 1 lim k(x) = 0 


Véi f(x) ES s au voisinage de 3, f (x) se présente sous la 
x - 


Ер 5-20 
forme indéterminée 0 Р 


On peut écrire f (х) = (@-ух+1)(2+ух+1) Ух +1) (2 +/х +1) 
2(х-3)(2 + fx +1) 


(oo RE Le аһ... 
2(х-3)(2+./х+1) 2(2+vVx+1) 
-1 


Lorsque x tend versi, cette expression a pour limite — . 
8 


b) g@)= 32 -1 au voisinage de 23, g (x) se présente sous la forme 


84 


Limites et comportement asymptotique Solutions 


Mr e On peut écrire : 


dde (xr ele) 0x2 _ 
(x-2)(Vx-1 m (x-2)(V/x-1+1) T 1+1 

zd 

E 2 

х?-1. 

hi 

D, -(x € IR; tel que x 20 et Vx-1# 0}. 

= [0, [U], Aert 
limx?-1=0 et lim Vx-1=0 


d'oü lim g(x)- lim == 


c) e Soit f(x) = 





; n 22120 
Donc limf(x) est une forme indéterminée eot 
x1 


Pour tout x e D, ; 


qx) = 6206 Dn. - Gee Def efe 
Par suite lim f(x) lim EE +1)=4 
d)e lim 2x=+0 et lim -A x =. 


Donc lim 2x-A x est une forme indterminée« +оо — 007», 


X— +00 


lim 2х-4-/х- lim аха A. lim xQ- 4. his 


X +0 [x 


car lim 2224), 


X +00 Vx 
V 1) D,-(x € IR tel que x^*x422 0). 
Or pour tout x e IR;x*+x+2 > 0 donc D, -HIR. 
2) • lim x+1=-œet lim Vx?+x+2= +œ donc 


lim 1 g(x) est une forme indéterminée < +оо -oo >, 


Бузета 12: (x+1)°-(x° +x+2) _ х-1 


x+1-Vx*+x+2 = x+1-Vx?+x+2 
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жїз) 
lim g(x)- lim x 
xay p] /1+ 242 
Х х х 


Donc lim g(x)}= lim .———— 
x->-0 Х--»-о0 1 1 2 
1+—+ ес 
x x x° 
12 
Car lim Са et lim bes + |l*—+—=2. 
X—-9 x X—-0 X x x? 
° Jim Sir: lim (x+1+vVx?+x+2)=+0œ car lim х+1=+о0 


et lim Nx? +Х+2=+оо, 


x40 


gŒ) _ im X 14H/x*+x+2 . 1 Vx2+x+2 
— AT =s lim (l+—+—— 
x 


. Or x 2 o donc |x|=-x 


• lim —— 
x->+0 X lim X xto x 
(x) А AS І да 
m BU ur e 
X— to x X—+00 X X 
- lim (++ «1+2=2, car lim-=lim 0 
X—+0 x x2 +0 x +o x 


( xy -x? -x-2 


° lim LEE lim [xe x ea 2]- lim 
ХЭЗЭЭ -Х- Name) 


RUE 
= lim Lo ec lim —— = or |x| =x car х — +оо 
Liege J 2 x» 
ЕИ Lach E 
X X 
1 
CURE. 
2 


Donc lim [g(x)-2x]- lim =— > 
ease 

X X X 
ç 1) Dh={xelIR tels que x?^*120 et 1-2x? 20et Vx?+1-V1-2x* z 0) 
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* pour tout x € IR on a: x? 41» 0. 


z. L 


"Län >0 &- 


* /x*+1 =V1-2x? équivaut à 1+х?=1-2х? où encore 3x?=0 
35 
1-{0}. 


d'où x=0. Donc D LS 
2) On ne peut pas parler de Ыы es h en +œ puisque h n'est pas définie 
en +00. 
lim x^-0 et lim v x^ +1-V1-2x° -0 


ne iun 0 
donc lim h(x) est une forme indéterminée = >. 
x—0 


x2 "х (ух"41-/1-2х2) 
lim h(x)= lim_== "< => F_ =lim— 
хэд /x2+1/1-2x2 oi x +1-1+2x 


m отав. EET" = car lim x? 414412x? =2. 


3 


ми 


lin 


lim Ё, (x)= lim (/х2-4-нах)- lim (|х| 1+2 +mx) or |х|=-х 
Х-»-00 X 


= lim x(- 1+2 +m) ог lim ie +m=m-] et lim х=-оо, 
X—-o0 x xX->-œ 


1% cas: т-1 20 encore m»1 
lim f, (x)-(m-1) x (—co)=-co 

2975 cas : m-1« 0 ou encore m<1. 
lim f, (к) бт) x (-00)=+co, 


3'"* cas : m-1= 0 équivaut à m = 1. 
lim f, (X) estune forme indéterminée < 0 x oo». 
X—-0 


2 2 

/ V Vx?+4- 

lim f, (x)= lim (Vx?+4+x}= lim CEE м) 
di BC 2353 d x“ +4-x 


siea eg ue (lim Vx*+4=+œet lim (-х)=+оо 
X—— lx? +4-х х-›—о X—— 
alors lim (V x? +4-x)=+co.) 
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2; 
N96 106 * lim ое = lim TEM 1) est une forme indéterminée 


(D 80) xei 4x? #1 Nri 
de type 0 on utilise la méthode de la multiplication par la quantité 
0 


conjuguée : 


f(x) _ (2хє1у(/4х241--72) _ Qx-D? (ax? 1/2) 


g@) (Max? 2) ax? 12 4x2 -1 
fx) n Qe (/ах2-1-7 


par suite lim 


xocp ЁО) B ch 4х? 1 
ш Ох (V4x2+1+H)2) uo DOA HHN) 0 v 
кәс) (2х+1)(2х-1) x>) (2x-1) -2 


e Lorsque хэт et en utilisant le calcul déjà fait. Il y a lieu de 
distinguer la limite B de la limite E 
2 2 


lim DE n et lim A REM 
x>" 2x-1 x> 2x-1 
2 


comme d'autre part: lim Qx* D) 4x? +1+/2)=-4/2 


хэс 
2 


on obtient: lim 15) За et lim ZU 
x g(x) юэ! "ge 


Conclusion: 
m ZO. lim fe) dóna С. 


ү 1 
: 1 n'admet pas de limite en — 
I BG) 2280) | 809 2 


* lim = Шә) est dela forme indéterminée de type E 
xo g(x oo 
1 
2x} (0. — Y 
ы) EE UM or si x > +co;|x|=x. d'oü 
“800 px 2 





4x! 2x 
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(2x)° 0+2 =) 201+.) 
lim ——-- lim d^ CNN = lim ———— =+ 
X0 g(x) x->+œ0 к Ain 1 Be š 
2x( 1+ DIM 
4х? 4х? J 2x 


| V2 
car lim Уй уе et lim ml weg 
X +00 2 хною 4x? 2x 


2)* lim [fG)-gGO]- lim Qx*1)' Ax! 1-2 


, 
= lim 4x? ER +— = lim 4х? =+оо. 


Kier de X 4x? x—— 


* lim[f(x)- g(x)]- lim fpe ш г(х)-4. 


ховс хэ! 
2 2 


N os E Pie? -Х 2 


D,={xe R; Ge que -x^ +x z 0) -IR (0,1). 


1-x)(1+ 
2) A шин 


x(1-x) 

lim h(x)- lim SCENES ct m xtl-1 
х-»0" х(1- х) Tim 
limousine gs 

x20 x0 x(1-x) x0 


d'où lim h(x) # lim h(x) par suite la limite en 0 de h(x) n'existe pas. 
х0 x20 
* Quand x —^ —6, оп a :|x|= -x d'où: 
+ 
А SEE ur yn maa 
X—-o X—-o x(1 + x) x—— 
3) lim (h(x) + x) = lim — (1+ x)*x- lim —1=-1. 


V 1) D,2(x eIR tel quel-x 20); 1-x 20 &1zx d'où D, =]-,1]. 
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xV1- 


| 1 L 
X, IX заса 
2) lim f (x)=0; lim f (x)= lim 23 Seq MES M 


E LEE | 
ш. 
= lim —————— 


X——0 ми o 


3) g(h}= f(1+ h). 
a) һер, e 1*heD, ©1+h<1&h<0.doù D,=IR. 


Ger Dt ` m КОМА o 


(h+1)? +2 ES h°+2h+3 


2. 24 2 z 
v fa бус Hm cherchons lim „ОО 


b) lim f(1+h)=lim 





x-1 

1° cas: mi Jet < m=1 où m--1. 
*mzl; 
lim f, (x) = lim 12. 7 lim 2=2. 
X—-00 х-»-ю X хә-ю 
* m=1; 

+ 
lim 232 = jim 25-2 
x>-0 Х-1 x—— x 
2316 cas: 2-1 0 S mzlet mz -1 

. ? -1)x? е 

lim f, (хус lim me lim (m^ -1)x. 
X—>—00 Х-»-с0 X x—— 





* sim*-1>0 <> те |-«,-1[ v ]L |: lim f, (х)--со 


* Sim”-1<0mel]-11[; lim f, (x)=+œ. 
VANI ars 
e cherchons la lim fa Gr jg OR menm 
x хә Х- 
lim[(m* - Dx? 42m x-2m)]-3m? -2m-1. 
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l" cas : m €] — о, < v [1, +co[;3m2 -2m-1>0 


П y a lieu distinguer la limite en 1* de la limite en 1° 


1 1 
lim —=—=+ 
xor x-1 0 
зы] 
lim —— = —— =-00 
xr x-1 QO 


on obtient donc: lim Ё (x)=+œ et lim Ё, (x)=-co 
xt хә 
donc lim fa (x), n'existe pas. 
2275 cas: me ES ; 3m? -2m-1«0, 
on obtient donc lim f, (х)=-оо et lim (х) = +% 
x—1* xol 


Donc la lim fa X) n'existe pas. 


Зёте cas : 
* m=1 
2(x-1 
lim f, б0- сайн ( 21, 
хэ! x-] хэ! x-] 


1 


* m-- E 
3 
8.75. 2 +2 Geer 
lim f | (x)= lim 9 9 3 = lim? 
х-1 хэ! x-1 
ú Ми Gr 2 
x1 9 9 


Ç 1)* lim f(x)- lim ухаан ан 


ш OX 72x Лаа A 1) 
i GE E 72x41) 


91 


Limites et comportement asymptotique Solutions 


x? -7-2x-1 x? -2x-8 


ЕЕ Еа a ы 
Coe (x-A)(N x? -7+4 2x+1) ES (x-A)N x? -7+4/2x+1) 
ns (х-4)(х+2) E _— xH82 1. 


хэ+® (x-4) x! -7+V2x+1 ) ын TD) -7--42х-1) 


2, 
БЛ m 
= П 


АЕ 


7 lim f(x)=lim-. =" = — -— 


x24 ( Ix? T T 3-3 
b) f est continue en 4 — lim {х)=4)=т < т=1 
si m-1 alors f est continue en 4. 
si m # Ï alors f n'est pas continue en 4. 
2) a) g admet une limite finie en 1 si et seulement si : 
lim g(x) = lim g(x) = lim g(x) 


2 +сх+ 
lim g(x) = lim = finie lorsque 6+с+3=0 
Х- 





lim g(x) = lim 2 jme lorsque a +4 = 0. 


“2202 


- 4x+ -4(x-1 - 
pa S dun (= lp 
xU x^-] xol x? -] xor x+] 


b+c=-3 < c= -3-b. 








3 
à. b(x-1)(x-3.) 
lim g(x)= lim bx"-(3+b)+3 _ lim RM 21и 
DEN x-1 x21 Х-1 


lim (bx-3)=b-3. 
lim g(x)=.lim g(x) signifie que b-3=-2 
x—1* xr 


Signifie que b =] d'où c= - 4. 
Conclusion : la fonction g admet une limite finie en 1 pour : 
a=-4;b=1 et c=-4. 
bx? +cx+3 
x-l 


b)* lim g(x)= lim 
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l" cas: bz0 


2 





ЕС t eu qe 


X— +0 x-> +œ X X>+ 
Si b> 0 donc lim g(x)= lim bx = + œ. 
X—-0 х-э+0 


Si b < 0 donc lim g(x)= bx 7 - œ. 





è + 
2*"* саз: b=0 donc lim g(x)= lim кке = lim X c. 


хэно x-] хә+о X 
lorsque c + 0. Sic = 0; lim g(x)= lim Le 
x0 Xo x 


+4 ax 


° Jim 1 g(x)= 1 lim == lim —= lim 3.0. si a#0 
o x^.] xo-9x x3-o x 


et si а = alors limg - lim $-0 
er 


conclusion: Va e IR lim 1 g(x) -0 
1) ig 2837 _ EDENN 1) 
UT Kel "E саен) 


=1 GEDE HD (x-7)(V/x+1)=-12 
1 Х- 1 


2) D,=(x e IR tel que x x*120 et x+1+Vx*+x+1 z 0). 


* x*+x+1=0 
A=1-4=-3<0 donc x*+x+1>0 pour tout x dans IR. 


* /x*+x+1=-x-1 


—x-1>0 12х , . 
e 2 ; € impossible. 
x +x+1=(x+1) х-0 


donc Vx? +х+1 = -x-1 d'où Df-IR. 
* x x? +x+1 polynôme donc continuelR. 
comme х? +х+1>0 d'où Vx? +x+1 est continue sur IR. 


x H> x* continue sur IR d'où U: x > x+1+Vx*+x+1 
continue sur IR comme U(x) = 0 d'où f(x) est continue sur IR. 


ж x+1+Vx"+x+1>0 e V x? +x+1>-x-1 
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X -00 -1 +00 
-Х-1 Ч - 
Si x € ]-оо,-1] alors x^ *x*1»x^42x- donc x< 0 ainsi 
S =R ` CY]-o,-1]7]-5,-1] 
Six e[-1,+co[ alors yx” *x*1 > -x -1 


ЕТИ €IR, 


d'où S,=[-1,+co[ donc Sp =R. 
d'où Vx eIR,on a: x+1+Vx?+x+1>0. 
donc V x € IR, f(x)>0 


i ead» 

b) * lim f(x) lim SUN TURN M 
x+1+ |201-1--1) 
X X 


bij e | 
= lim — ; SI X — +00 alors|x|=x. 
X—+o° 1 1 
x+1+|x|. 1+— MET 


x d gt jet Е 
= lim —— X x = lim NU, US Е = 
Xx X—>+00 l. 72 
«(He + pet 282 +2 +,1+— 
чы 


саг | —= Jim —=0 
хэ+о X X—+ ^ 


lim f(x)- lim шэг 
X—-—0 Kä x+]+ [х? +x+1 
Vx?+x+1(x+1-Vx?+x+1) 


im 
Kees (x+1)*-(x?+x+1) 


= lim Vx*+x+1 (x +1-Vx2+x+1) 
|x] 1-1-4 a ai 
x x 


= lim ——n——[c— sl X > —95; 


x—— x 


— 





=-X. 
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et eL кА) 
= lim АА Fi 
= lim -1+— + Ge +1-Vx*+x+1) = 7 (-2).(-00) =+œ0 


2)a) lim юэ. lim | 
+ x ETA x-2 





Six — +œ alors lim —— gx J- (x) 
dE. => li Х 1. 


Si x => — alors lim gx 2 mm x 


—0 


b) yim | [goo x], ий, x[ = 


ide] 


lim [g(x)-x]» lim 


TEC] 
x-2 
x 
— -1 
d (= J А 2х 
= lim ————- = lim ————— 
X—-0 x x—> +0 x 
— +1 - |E + 
x-2 @ > x-2 | 
= lim CORR C MNT lim CENE NT 
«a En (2) m 
X x-2 x x-2 
2 
lim [g(x)-x]= lim ————————- 71 


“ЇЕД 


d'où | im [g(x)-x]-1. 


NY (иь 0) =2 et lim [fax)-2x]-2 


X->- œ 
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1 


lo jj 
x x 


JN or |х|=-х Car x > —oo 


x—— X d lim 


Donc ШП шу lim 1 (а die l +— Р ан car lim p lim Lo 
x x—— X X—— у 
Donc lim 309 4 si et seulement si a+1=2 équivaut à: 


х--0 X 


. lim 1 (f(x)-2x)= | lim 1 (-xHb-V x°+1}= lim [b-(Vx?+1+x)] 
„ Vx" EDGE T1-X), . 1 


F lim [b- 


=] 


(car lim Ax? +1-х=+оо par suite lim n -0] 
x^ +1-x 


Or lim (f(x)-2x)=2 donc Ъ=2. 


y Ona: Vx? =|х|=-х Si X — —00, 


x аса 
Donc lim x E= | lim Ax! 
X—— Х-Э- -1 lim -] 
3 2 


. X TX х” 
>>= lim —=1 donc lim — NA 
x>-0 x` -] äm x? x—— x -1 


or lim 
TN 8 (Vx+/x Ix) x+/x -/х 
lim xt -Vx= lim Шоо За 











x-Vx*+x+1 


o lim E Im j| j =a = 
Xo 2 X40 
2x+V4x"+x xt Lach 
X 
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23 ЇЕ Ee? : 
um ыл: 
` d si pla 
X X 
" “= . М/х(1-2\/х)  1-2Vx _ 
e li = lim ==" = lim ————-- 
X-o0 x -1 af) X— +00 тэл 
Ух Vx 
үп ELE _ |; dipl, Vx-1 
x-I* Х-1 lim = l Pi 
[xl x el vel, (x -1 x 1) 
= lim 1 
nR Jx "RD in| UT Wei en. 








“эв ИГ m SE] 


= V2 car ( lim Vx-1=0 et lim Vx+1=2 d'où lim =0) 
=a 


112 lim f(x)=-2 équivaut à Ea =-2. 
4a +B <0 
|4 - ô] = 


° lim f(x)-1 équivaut à 051: ë =4еї p--8 





° lim f(x)--o équivaut à | 


x? -8 
р” 4 | 
2 
VA * De tt: lim 597. l n бЄ1Х6-7) 


Jx- 1 DEEM lt 1 
E (x-1)(x-7)(V/x +1) _ 
Ur G-A 


* lim f(x)= lim x° -13x=-12= lim f(x) d'où lim fG)--12.- 


кә 


2)* lim f(x)» Iim n x, => хэ, ` comme x<0 alors x=V-x x 
x 
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Donc f(x)= 


lim (х-7)(Мх+1)=- 
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dos cima vx ГЭЭ ee 
x20 x20 X x20 
* lim f(x)= lim x^-13x-0 lim f(x) d'où lim f(x) = 0. 
x->0* x->0 x0 x> 


* lim f(x)= lim x -8x+7 


X>+ X—+c Jx- 1 


j lim f(x)- lim ‚ху; L ; comme lim е 
—90 Xx Ke Zeg éi x 


Фой lim = Х! ра doi dim f(x)=-œ 


= lim 1 (x-7)(Vx +1)=+cœ0 


x—— x>- 


NX lim Vx? -1+4-x= li ш CO EHE -1-485) Vx’ -1-4+x) 
un ын \/х? -1-4+х 


2 2 
=й X ZP X) = lim 8x-17 
VX -1-4+x x?(-1- 2 )-44+x 
\ x 
8-17) 8-7 
X 


= lim —————— = lim 


pt. S 
ous hu 
x?! x x^ x 
Or lim 50-54 lim Jic S eoo 
X0 X X—>+00 x x 


D'oü lim E 


lim f(x) lim x^4-x42x-1- lim Ч! SE) 
Xr kän X——00 X 


x? 
or lim V-x=+œ et lim 2.1 d'où lim f(x)=+œ. 


E хэ-о X 


2) a) lim(m+1)x° -3x+m*=m-2+m? et lim x-1=0` 


xol 


On étudie alors le signe m? + m ~ 2. 





1° сав: m e |o». -2| 0], +00 lim Қх)= -oo. 
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2" cas: m e ]-2,1[ alors lim f(x)=+œ. 
2x! 3x41 

xl ` 
On remarque que 1 est une solution de 2x °- 3 x +1 
D'où 2x? -3x-1-(x-1)2x? +ax+b)=2x°+(a-2)x2 +(b-a)x-b 
Par identification on retrouve a = 2 et b = -1. 
(x-1)Qx? +2x-1) 


3"* cas: m=1 alors lim f(x) = lim 
xt xor 


lim f(x)- lim =2x*+2x-1=3. 
кә xc x-1 
3 
-X` xt 
4"* cas: m=-2 alors lim f(x)" їр, 
xot xr x- 


La méme méthode que le 3*"* cas, on trouve : 
lim f(x)- lim -x? -x-4—-6. 
хә xl 


b) lim f(x)= lim V x? -1--4-x—3- lim f(x) 
x—1* x21* x >V 


alors lim f(x)=3 siet seulement si m = 1. 
x 


of Faux : Contre exemple : f(x) = 


seule asymptote y = 0. 





1 T 
— est définie sur IR et n'a qu'une 
X“ +] 


2) Vrai : sur |-оо,0|, f est décroissante et change de signe donc f(x) = 0 admet 
une solution sur ] =,0] et de même sur [0, + co[ 


donc f(x) = 0 admet 2 solutions. 
3) Faux : les limites à l’infinie sont finies. 


4) Vrai : limf(x) =2 et lim f(x)=5 par conséquent y = 2 et y = 5 sont deux 
asymptote horizontales. 
5) Faux : A n'est pas une asymptote oblique . 


car lim f(x)-(Qx ^3) = lim -—— 2120 
X— + xo x+1 


Wii x-3#0< x #3 d’où Df = IR - (3). 


2) Ecrivons f sans valeurs absolue. 








d Six)3 
f= ` 
2x-l . 
six(3 
-х +3 
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= іп 24 _ 
= À 
24 


* lim f =lim— - Цэн m——--2 


Hs = < 





a) * limf-lim- a 








2x -] lim 2x-1=5 
* limf = lim = +оо car A "73 
x33* x -3 lim x- -320* 
lim 2x -1=5 
ж x => lim f =-œ 
lim x-3=0° 3 
x93 


b) limf(x)=2 alors y=2 est une asymptote en +œ à б. 
limf(x)=-2 alors y=-2 estasymptote en -oo à (C). 
lim f =+ oo 
3* 


=> x=3 estuneasymtote à (б) 
lim f=-—00 


Ч 1) f est définie pour x + 1 alors Df = IR - (1) 





; „ G2) ДААД Lo ХЭ 
2) * limf = lim (522) = lim x "7 im X = lim x=+ œ 
+00 x>+ x-1 x->+œ x-1 x29 x X6 
* lim f = lim x^ —o 
H 2 
2? 4x44 limx -4-4-1 
5 Tim f —lim ROLE саг : " 
xr x- limx-1=0 
1* 
Ц 2 
2 ASA lim х -4х+4=1 
* limf- lim EE Cat 


xr  x-1 Ших-1-0 
m 


b) lim f =+œ et lim f=- alors х = 1 est asymptote verticale pour (C) 
1 r 


C 24. è x 2 a ; 
3) a) f(x) = ax +b + ENT en réduisons au même dénominateur on obtient 
Х- 


2 2 
(ax*b)(x-1)*c ax +(b-a)x-b+c adt 4x +4 


x-1 x-1 x-1 


f(x) = 
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Limites et comportement asymptotique Solutions 


a=1 
par identification on obtient 4 b-a =-4 
-b+c=4 


ainsia=1 , b=-3 etc- 1 


b) On a f(x) =х-3+ — et lim (ai -(x -3)]= lim —=0 
X- X— = 


x->tw x -] 


donc А : y=x-3 est une asymptote à (E) en +œ et en -co. 


X е х? *2x-1 


| х? +2х+4 
1) f est définie lorsque x? + 2x + Ae 0 
A=-12<0 alors x? *2x * 470 ainsi Df - IR 


? -2x-1 
2) lim f= lim > = lim Z =1 
+00 X->4+0 X +2x +x X4 
lim f= lim —=1 


3) lim f =lim f =1 on déduit alors que la droite d'équation y = 1 est 


asymptote à (C )en+oo eten —oo 


S 1) f est définie lorsque x^ -3x +120 


- + 
A=5>0 alors „ 36 et vis 





2 4 4 
3) a) lim | 89-65) Dre ie» 
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Limites et comportement asymptotique Solutions 


3,, 5 3 375.5 1 
de d 2112: Me 
E = eme ay EE 
MEE -2 66-5) 
REECH 
GH -(х (œ. Ly 3 asc p 
epum pe) 


= Dm 
Y 4x? "elei dd |x? xr e) 


5 


=lim 4 =0 


“5 Jx: -3x+1+ DR 


22-28 TN . 3 А 
саг іт х“ -3x +1=lim x^ = +оо et lim x =+ oo par conséquent 
+œ +œ 


3 : 
yc est une asymptote à (C) en +оо. 
= 
3 4 
DEO GEI 
S Ji -3x41+x=3 
SE : Уз „q 


= SÈT 


* Si x efx", +f alors x>— + 
2 2 


et 4х? -3x+1 > 0 d'où GET 


donc С, est au dessous de A 
3-5 x - =x EE -(x-2)>0 


d’où f(x) — (x ue -341 эн. donc С, est au dessus de A 
Eos de 
1) f est définie lorsque x^ -120 &»xe]-»,- 1]u [1,+ el donc f est définie 


sur D. 
2) f(x) . 6х) = (crx? -1)(-х+./(-х)* -1)=GJx2 -1+x) qx? -1-x) 
=x? -1 -x° = x2-1-x2=-1. 
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* Si хє |-х, x] alorsx < 


Limites et comportement asymptotique Solutions 


3)a) lim f(x) = lim x+ lim x2—1 car lim x=+œ et lim x° —1=+00 


X—+0 


= + co 


b) On a f(x).f(-x)=-1 alors f(- 50-15) 


lim Қх)= | lim 1 f(- x)= lim 0 


car lim f(x)=+œ 
X—+00 
ainsi lim f(x)-0 
Ek KC 
par conséquent y = 0 est une asymptote en -oo par C£ 


4) lim f(x)-(2x) = lim. х+ух?-1-2х 
= lim x+Vx?-1 or -х)=-х+ух? 


= lim f(-x)- lim f(x)=0 
donc A: y 72x est une asymptote oblique еп +оо pour Cr. 


Ч A)1) lim f(x)=-c et lim Ё-ко 


х>0 


2) par lecture graphique, nous avons pour x est , D est au dessus de ( Ó 


et pour x ez ent D, est au dessous de ( Ó 


3) D'aprés le graphique, nous déduisons que f est une fonction strictement 
croissante sur ]0,+оо[ 


В) 1) а) lim = et lim Lo donc lim f(x) = +оо 
Xo X X—+— x X—+0 
22523421 
De plus ` lim (f(x)-x) = lim (=-=) =0 
x0 хә+о X X 


Donc la droite D : y = x est une asymptote à Cen «со 


Беке e col 
X 


x? Е 





il s'ensuit que f(x)-x > 0 pour x > i 
et que f(x)-x < 0 pour 0 < x < ` 


par suite : D est au dessus de Csi x SE 
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Limites et comportement asymptotique Solutions 


D est au dessous de C si «else 


o)Ke MD е el 








х= y Қх)=х 
y= x y=} 
3 11 
e 2 e donc К(-,- 
m 10 NN G 2) 
à 3 
3 
+3x- 
2) a) (cnc hut z 
x x x 


b) Nous avons lim x°+3x-1= -1 et lim х? =0* 
x x 
x +3x-1 _ 
x2 





donc lim f(x)- lim 


par suite la droite d'équation x = 0 est asymptote verticale à ( C). 
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Nombre dérivé Résumé de cours 





Chapitre V 
Nombre dérivé 





Nombre dérivé en un point : 
Soit f définie sur un intervalle I contenant x o. 
f est dérivable en a et f ' (a) est appelé le nombre dérivé def ena; 
e 05580 = {et £ e IR ; on note : f ' (а) = € 
x» = x-a 


f (a + h) -f (a) 
h 


<> lim = { et (e ÍR. 


xoa 
La vitesse : soit d(t) est la distance parcourue à l'instant t. 
La vitesse instantané à l'instant to du mobile est égale à 


14% E dt) _ y T 


lim 


M аста affine d'une fonction 
e Théorème : soit f une fonction dérivable en a 
Une valeur approchée de f(a+h) = f(a)+f '(a)xh 
On dit alors que : 
e Қа)+Ғ (a)xh est une approximation affine de f en a 





e Exemple: Pour trouver une approximation affine de J1-h 
pour h voisin de 0. 


* On considére la fonction f(x) = Ух 

ү О) eu КК) 
П] ——n [p =]im 

x21 x-1 um Х-1 x21 (x- D x1) 





x-1 
died. op cei 1 
xol (x-D(Vx+1) хэ! Vx+] 2 (1) 

donc l'approximation affine de V1+h au voisin de 0 est 
f'(1) h+ f(1)= jh 

Dérivabilité à droite- dérivabilité à gauche : 

f définie sur ]a-h ‚ a] f définie sur[a,a  h[ 

f est dérivable à gauche en a f est dérivable à droite en a 


сэ lim 09:10) 0 рев elim 9710)... рејв 
xa Х-а xa X-a 


et on note {= f,' (а). et on note ¿= f, ' (a). 























105 





Nombre dérivé 





Résumé de cours 











f définie surJa - h , a + h[ ; f est dérivableen a < f',(a) = Ї' (a) | 





ú Jgérivabilité et continuité : 


e théoréme :Si f est dérivable en a alors f est continuée en a. 


Remarque : Si f est continue en a, alors on ne peut rien conclure pour 
la dérivabilité en a. 


" [Interprétation géométrique du jtf : 
xà Х-а 
> 1° cas : f est dérivable en a: 
-f 

im LIF EOD p p 

Xa x = а 
On dit que С la courbe de f admet une tangente 
A: y = f ' (a) (x-a) f (a) 


au point A (a, f (a)) de coefficient directeur f (a) et de vecteur 
directeur : 





U dans une base Gi, j). 
f'(a) 


: f (a) 











2°" cas : f n'est pas dérivable en а: 

» lim f (x) - f (a) 
xa X- a 
On dit que б la courbe de f, 

admet une tangente verticale 


=+ co ou - œ. 
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Nombre dérivé Résumé de cours 




























lim £09 - f (a) = + co figure а ME NA 







xa" X-a xoa X-a 
Ç admet en A, Ç admet en A, 
une demi- 


une demi tangente 
verticale 

dirigée 

vers les y 
négatifs. 


tangente verticale 
dirigée vers les y 
positifs. 















mine cos TUO) 


ха? x-a xa^ x-a 


avec des limites finies. 


in 09-69) 


І = f' (a) 
xa x-a 


<> G admet une demi tangente au point M (a,f(a)) d'équation : 


- 1 
y -f',(a)(x-a) + f(a) et x >a de vecteur directeur ua le ( | 
ЯС 


Era) «d 


—— ——— 





a droite du point M 





. T c 
* ]im = f', (a) 
e p mid une demi tangente au point M(a,f(a)) d'équation 





1 
y =f (a) (х- a) + f(a) et x <a de vecteur directeur u, f (a) 
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Nombre dérivé Résumé de cours 

















mO OO 
xa Х-а xa x-a 

Ó admet en C admet en A, 
A, une une demi tangente 
demi- verticale 

tangente dirigée 

verticale vers les y 

dirigée négatifs. 

vers les y 

positifs 

















> Point anguleux : 
Si les deux demi- tangentes en A ne sont pas portées par la méme 


droite, 
On dit que le point A est un point anguleux. 


Exemple : le point A (1, 2)et fg (1) = Letfg 1) 2-1 








" Remarque : 
» fest dérivable en a et la tangente en A (a, f (a)), a pour équation : 


T:y=f'(a)(x-a)+f(a) 
Soit A: y = m x +p (avec m et p deux réels donnés) 
Pour déterminer le point А (xo, yo) de la courbe tel que A soit 


tangente. 
П suffit de résoudre le systéme suivant : 
( (x,)7m 

yo-f(x,)-mx,-*p 
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Nombre dérivé Résumé de cours 





Pour determiner la position d'une tangente et d'une droite A : y = mx + p: 


= ТЛА = f'(a) =m 








ТІЛ Ф f(a)xm--1l 


" Dérivés de quelq 


ues fonctions usuelles . 
f(a) 
f '(a)-0 
f'(a)»a 
f (a)-2(a-a) 














f(x) = c constante 
f(x) = ax p 


f(x)=(x- а)? +B 





































Cac 


f (a) 


e Opérations sur les fonction dérivables en a : 
Théorème : 


e Si f et g sont 2 fonctions dérivables en a 
Alors f+g, fx g et af + Bg sont dérivables en a et on a: 


* (F+g) (a) = f (a) + g(a) 

* (fxg)(a) = f'(a).g(a) + f(a).g(a) 

* (af+Bg) (a) =a f (a) + p g(a) 

*(f'y) (a) -nf"'(a.f(a) avec n eIN'(1] 


* 8 буг СБ. fs 





-nxa"' 














f (a) 
. B (a) -L(9-8(9) Site 
2 
g g (a) 
f est dérivabl | 
ioraa estdérivableena | | JH a= f (a) 
f(a) > 0 24 f(a) 
Exemple ` f(x)=v4x+1 . Déterminer le nombre dérivé en 1. 
On pose u (x) = 4х+1 alors f (1) = Ars 
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ENONCES 


N7 a) soit f (x) = x 3 +2x? — x +1.montrer que f est dérivable en 0, et 
déterminer f ' (0). 
b) soit f (x) = ух +3. Montrer que f est dérivable en -2 et 
déterminer f’ (-2). 
c) soit f (x) = x - 1. Montrer que f n'est pas dérivable en 1. 
d) soit f (x) =|х + 1 . Montrer que f n'est pas dérivable en -1. 
е) soit f (x) =х- /2x + 1. Montrer que f est dérivable en 4 et déterminer 
f' (4). 


Soit f (x) = 2 x 3 =x 43.montrer que f est dérivable en tout point a de IR 
et calculer f '(a). 


Ç Déterminer pour chacune des fonctions suivantes, une équation de la 
tangente à la courbe représentative (C) au point A d 'abscisse a: 
1) f (x) Z2x? -4x+3 eta = 1. 


2)fG)=2 l eta--2 
х-1 


2 . 
N/a soit f œ) = x-lsix2 -1 
-2x si x«-1 


Calculer s'ils existent les nombres dérivées à droite et à gauche 
au point x o —-1 ? 
Que peut- on conclure ? 





b) Même question pour f (x) = au point x o =0. 





bla 


Ç f est définie par f (x) = (1-х) V1-x°? pour x e[-1,1] et Ç la courbe 


représentative de f dans un repère orthonormé. 
Etudier la dérivabilité de f en 1 et en -1. En déduire les tangentes à Ç 


aux point d'abscisses 1 et -1. 


Ç Soit f défini sur IR , par f (x) = xvx. 
Etudier la dérivabilité de f en 0. Que peut- on déduire pour б, ? 
QCM 
Indiquer la réponse exacte par a, b ou c avec justification. 
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1) f est une fonction telle que К2)-3 et £ (2)- -1 
la tangente à G, au point d'abscisse 2 a pour équation : 


a ly =-x+5 [b] y=-x+3 у=3х- 3 


2) f est la fonction définie sur ]-1,1[ par f(x)» V1-x° alors f CD est égale à 


43 1 1 
— —— С — 
SE Ы -+ 4, 
3) f est dérivable en a signifie que 
Б | лах) = а) b| lig ASIS) = +00 


far}. 
h—0 h 


4) * Si f est continue en a alors f est dérivable en a 
** Si f est dérivable en a alors f est continue en a 
*** Si f n'est pas continue en a alors f n'est pas dérivable en a 
Parmi les affirmation (+) (++) et (++) 
a] aucune n’est vraie une seule est vraie deux sont vraie 


5) DR est égale à: 
У 


А] и(а)у(а)-и(а)у(а) b] u'(a)v(a)+u(a)v'(a) u'(a)v(a)-v(a)'u(a) 


v? (a) у? (a) v? (a) 


2 
Ç f définie sur [-1,1[ par f (x)= x (1* x) 


1-х 
Etudier la dérivabilité de f en 0 et en -1.Que peut- on déduire 
géométriquement ? 
vrai-faux 
Dire si l'affirmation est vraie ou fausse. 
Justifier votre réponse. 


1) fla fonction définie par f(x) = V2 x? pour tout a > 0, f (a) = 2 
2) f la fonction définie sur IR par f(x)- V2 x alors 
a 
our tout a E IR , f'(a) =Â 
5 242 

3) f est une fonction dérivable en 1 et £'(1) 22 = f(1) 

alors l'équation de la tangente en ce point est y — 2x. 
4) A(1,3) est un point de la courbe de fonction f et f '(1)- 5 alors l'équation 

de la tangente est y = 5x 22. . 
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5) f(x)-x-l,si fest dérivable en 1 alors |f] est dérivable en 1. 
6) f(x) = 4Vx est dérivable en 2. 


7) f définie sur IR par f(x )= x° . L'approximation affine de (1+ћ) par le 
proche de zéro, associé à f. est 3(1+h). 


NY: (х) =a x 24 b x + c avec a, b, c des réels. 
Soit Ç la courbe de f. déterminer a, b, c (tel que : Ó passe par 


A (1,4) ;B (-1, 6) et la tangente en A, ait pour coefficient directeur 3. 


mx+l 
(2 - т)х +3 
Déterminer m pour que б í admet au point d’abscisse (-1) une 
tangente de Coefficient directeur -2. 


Ñ Ga 


1) Montrer que au point X o = -1,La représentation graphique de f admet 
deux demi tangentes. 
2) Représenter graphiquement ces tangentes. 


f (x) = ;meIR {3}. 


Ç 1) Déterminer une approximation affine de 41-41) pour h voisin de zéro. 
2) En déduire une valeur approchée des nombres suivants : 


= 41,001 et b = 40,998 


МУ; est définie sur IR par f(x) =x? 
1) Déterminer l'approximation affine de f(1+h) pour h proche de 0 
2) Calculer alors une valeur approchée de (1,024). 
3) a) Déterminer une l'approximation affine de f(3--h) pour h proche de 0 
b) Calculer une valeur approchée de a te b tel que a= (3,01)? et b = (3,002) 


f est définie sur IR” раг (ost 
x 


1) Déterminer l'approximation affine de f(1+h) pour h voisin de 0. 
2) En déduire une valeur approchée des nombres 
NE b 1 4 1 1 





ДЕДЕК ЛЕН" ‚© > ,€ 
1,002 1,03 1,001 0,998 0,979 


V Soit f (x) = x * et g (x) = x ^ +x — 5 définies sur IR. 


1) pour tout x , € IR calculer f ' (xo) etg ' (xo). 
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2) Existe-t-il des points ой les tangentes aux б pet „sont parallèles 2 
Si oui, préciser leurs coordonnées. 


On a représenté ci- contre 
une fonction par simple 
lecture graphique, Déterminer : 
1) f (- 1); f' (-1); f (1); f ' (1); f ' (3). 
2) l'équation de la tangente à C; 
au point d'abscisse (-1). 
3) l'équation de Ја tangente à C eau 
point d'abscisse 3. 


VS soi f (x) = [x -E Q9][E (s) + 1- x]. 


1) Etudier la continuité et la dérivabilité au point x, 7 n ,n e Z. 








2) déterminer le domaine de continuité. 
3) montrer que f est dérivable en tout point Хо € (IR NZ) ? 


. f(x) =-3х?+х+2 si x«l 
Soit f définie sur IR par : 


Ё(рх) -4х7-18х-1 si x>1 
1) Etudier la dérivabilité de f à droite et à gauche en 1. 
2) a) Ecrire une équation de la tangente T à la courbe Ç de f au point A 


d'abscisse nulle. 
b) déterminer le point Mo € Ç ;d'abscissexo < 1 en le quel | 


tangente A est perpendiculaire à T. 

3) a) soit x, € |1, + о. calculer f'(x,). 
b) Existe-t-il un point M o d'abscisse x o» O où la tangente à Ç pest 
paralléle à droite D : y = ( V6 + 1) x-3 


N, . x 
Soit f: IR — IR; x TELE 
х°+1 
1) a) Déterminer le domaine de définition de f. 
b) Etudier la continué et la dérivabilité en 0. 
2) Montrer que f est dérivable sur IR `. 
3) Déterminer et construire le demi tangente à С саа point d'abscisse 0 
4) Déterminer et construire les tangentes à Ó сай point d'abscisse 1 et 1. 
5) Existe-t-il des points de Ç сой la tangente est parallèle à A 


113 


Nombre dérivé Enoncés 
d ‘équation :A : y 3x + 1. 


Soit la fonction f définie sur IR par : 
| f(x)=3x°-5x+m si х <2 


f(x)=Vx*+2x-8+mx si x>2 


& désigne la courbe de f dans un repère orthonormé (О, ;;). 
1) déterminer m pour que f soit continue au point x o — 2. 
Pour la suite de l'exercice, on prend m= 2. 
2) a) Etudier la dérivabilité de f à gauche et à droite au point 2. 
b) En déduire que Ó admet au point А d'abscisse 2, deux 
demi - tangentes que l'on construira. 
3) soit M o un point de Ç d'abscisse x, e Le, 2] 
a) Ecrire une équation de la tangenteA à la courbe С au point Ma 
b) En déduire les points de С ayant une abscisse strictement inférieure 
à 2 et oü la tangente passe par B (0, - 1). 
x`+ax2+b si x<0 
2 Soit f définie par f(x) = x> 2 si0<x<2 
xF 
Jx +х-2+/2 six > 2 
1) déterminer a et b pour que f soit continue sur IR. 
2) calculer lim f(x) et lim f(x) 
x—+o x——o 





On considère pour la suite b = -2 et a = 1. 
3) a) déterminer le domaine de continuité de f. 
b) Etudier la dérivabilité de f en 0 et en 2. 
4) a) soit x, € Ї œ, o[ , déterminer f'(x,). 
b)soit, x, € 10521, déterminer f (х) 
5) a) déterminer une équation de la tangente à Ç, en -2 puis en 1. 
b) Existe-t-il un point M o de Z, d'abscisse x o < 2 dont la tangente 


бе en Мезон parallèle àA:y=5x+1. 


N 3 On considère les fonctions définies sur IR par : 
x'-2x t ax +b. 


(x-1)Gx-2) ^ (a,b) e IR^ avec f(1)=3 


VxeIR\{1,2}; f(x)= 
et f(2)= 7 
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Nombre dérivé Enoncés 


nx" (пв + Dx *1. 

(x - 1) | 

1) a) Déterminer a et b pour que f soit continue en 1 et au point 2. 
b) Montrer que pour tout x e IR; f (x)=x*+ x +1 


et f (x) = € IN. 


2) Déterminer а еВ de manière que la fonction h хиар 
X 


admette une limite finie en O.Calculer alors cette limite. 
3) a) Montrer par récurrence que : pour tout n ЄГЧ", 

f (x) =1+2x + 3x*+...+ nx ™', 
b) en déduire que lim f, (х) n (n TD 

xl 

f(x) si x21 
f (x) si x«l 
a) Déterminer n pour que 9 soit continue en 1. 
b) Etudier la dérivabilité de @ au point 1. 


NU f définie sur [-5, 5] par f(x) = SI 


Ç est sa courbe représentative dans un BON (o, i, j) 
1) Montrer que l'axe des ordonnées est un axe de symétrie de la courbe C . 
2) Déterminer les équations des demi- tangentes aux points d'abscisses —5 et 5. 
3) Déterminer f (x) sur (0, 5[ en déduire f’ (0). 
4) Déterminer le sens de variations de f sur [0, 5[et dresser son tableau de 
variations. 
5) Tracer la courbe de f. 


4) Soit IR — IR; xeo w- 


2 2 
6) En déduire le tracé de la courbe б, d'équation-- о =]. La courbe G, 


est appelée ellipse. 
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Nombre dérivé Solutions 





CORRIGES 


a) f(0) = 1. 
- 5 2x?- x + 1- 34 2x2. 
ig Í Œ) f (0) = Jim 2х°-х +1 E: 2x°-x 
x0 X x20 x x—0 x 


= = limx° +2x-1=1 donc f est dérivable еп 0 et f'(0)= 


b) f (-2) = V-2+3 =1 
- f(x) - f (-2) _ lim V x+3 -1 
х-»-2 Х- 5 -2) хә-2 x+2 


2 хонон E a GES 3+1) 


: 
-- d'où f est dérivable en -2 et f '(-2 
lim => 3-1 5 z C 5 
c) f (1) =0. 


lim GED lim : = + co 
x31 x-1 x1 m sm тэ PIRE! E ee 


Саг limVx-1=0* donc f n’est pas dérivable en 1. 
xl 








d) f (-1)=0; 
x+1 si x >-1 
f (x)= : 
-(х +1) si<-1 
ja POO EED оа 2 2 
xc» = x+1 x>- x +1 
а ы ы О sp: 
satt x+1 xc) x-l 
donc lim шэг) ца) + lim LOC) ер 
xou x+] xy Xx+1 


f | | 
im 09-20 (x)- f CL) n'existe pas ou encore f n'est pas dérivable en-1 
lim X 


e) f(x)=x-vV2x+1 alors f(4)- 4-49-1 
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Nombre dérivé Solutions 


109-0), F ZE -1 
Aen X-4 lim 


е (x -1- /2х +1 D[x- NE 1] 
ES (х-4| x - 14+/2x + 1| 


(х - 1 2x -1 x’- 4x 


lm im * "M ——— 
x4 (x - Ka 1+/2х+1 *°4 (x - 4)(x - H-J2x +1) 


722 . Donc f est dérivableen 4 et f '(4) = 


=lim—— == =-= 
хә4 x - 1+V2x +1 I 3 


М/ ы@-‹@ _ ох -x +3) - (2a?- a + 3) 
х-а 


xa X - a xa 
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їш206-а)-(х-а) , 2(x - a) (x^ ax + a?) - (x - a) 
xa X-a xa Х-а 
lim 2(x^ - ax + a?) -1= 6a?- 1. 


donc f est dérivable en tout point a de IR et f'(a)- 6a?- 1. 


WA Il s'agit d'appliquer la formule y = f ° (a) (x — a) + f (a). 


1) f(1) 22-443 =1. 
- *-4x+3- *-4x + 
im ÊŒ) f (D _ jj 22 4x +3 l Бү 4x 42 
xl - 1 xoi x-l хә! Х-1 
On factorise 2x 7-4х +2, on remarque que 1 est une solution. 
D'où 2x^- 4x + 2 = (x - 1) (2x*+ ax +b) = 2x°+ (a - 2) x^* (b - a) x - b. 
a-2-0 


Par identification, on obtient : b-a--4 e n 2 
--2 
-b=2 
2 
- +2х- 
D'où lim = ое. р HP D eim 2x + 2x 272 
x Х-1 x X 


Donc f est dérivable en 1 et f * (1) 2 2. Ainsi l'équation de la tangente est 
y =f (1) (x-1) + f (1). S'écrit y = 2 (x-1) +1 ou encore y = 2x-1. 
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х-1 1 


2)£(2)-3 et f'C2)- lim RH, lim SLL 
x2 x+2 


2x-4 _ _ q; e e 108 


-3 


-lim—————— — —- = lim = 
x>2(x +1) Xx +2)  *>2(x+1)(x +2) хә?х+1 
donc l'équation de la tangente en (-2) est : y = f'(-2)(x +2) + f (—2) 
s'écrit : y = 2(x + 2) +3 ou encore y -2x + 7. 


KA f (-1)=(-1)?+ 1= 2. 
lim fQ)-fCD _ lim x^-1-2 _ li х?-1 


= lim x-1=-2 





= lim 
xt) x+] хэс x +1 xC x 1 xoc» 
Donc f est dérivable à droite en -1 etf * a (-1) = -2 
jm a O) Ee 
x->(-1)" x +1 x> x +] E 


donc f', (-1) = f'a (-1) d'où f est dérivable en -1. 

















A 51х20 
b) Ғ(х)=4 ^ ona #(0)=1 
si x<0 
-х +1 
d 
аан lim he f' (0). 
x->0* X x0* X x—0* T 1) x>0 x +] 
zig 
ЗЗА oue SET На S i a aga (0). 
x20 X x30 x хэс x (x + 1) x20 x+] 


Alors f' а (O)#f' (0) donc f n'est pas dérivable en 0. 


хүн et f(-1)-0. 
“уу ЭЭ lim Шоо iui. VIEN fim. М-х?= 0= f1). 
Donc f est dérivable en 1 et 2 g admet une demi tangente horizontale 
au point d'abscissel. 

5 ї160-Г61) wu oxi 


х--1 x+] x2-1 x+1 
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Nombre dérivé Solutions 


— en 900) quu, (30-3083)... х) 
e mer (wat "EN 


car lim -x) =4 


= +00 


Donc f n'est pas dérivable en -1 et Ó ç admet une demi tangente 
Verticale dirigée vers le haut au point d'abscisse-1. 


Ç lim LD O = im PP = im = 0 


x—0* hm x—0* 


Donc f est dérivable en 0 
Et Ç radmet une demi tangente horizontale à droite en 0. 


М, La réponse est [a] : y =f (2) (x-2) + 2) 


y-7-(x-2)43 Ainsi Іа tangente y = -х+5 





l de 1 
2) La réponse est b |: f B 2-2 
e 2 1 45 
2 Gen 


4) La réponse est [c |: les deux vraies sont ** et *** c'est le théorème du cours 


et sa négation. 
5) La réponse est k]: d'après le théorème des opérations sur les fonctions. 


х * f(0) et f(-1) = 0. 
x^ (185) нү 1+х 


* ig DH. lim -lim 


x20 x20 x20 


3) La réponse est el d’après la définition 





1-х 


п RH A0) = Nix lx Иш мэ um 


ia x0* 


GET 
| ORD PE DEE qux <= 1=f" (0) 
x20 X x0 x20 


Alors f' a (0) + f ' „ (0) 12 f n'est pas dérivable en O d’où Ç + admet deux 
demi tangentes au point d'abscisse 0. ainsi on a un point anguleux 
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Nombre dérivé Solutions 


|х (1+x) x^ (19x) 


2006) 


Eno ийн ЭЭ 
can T3 
1-х 
x? 
Jim —— == оО donc f n'est pas dérivable en-1 et б, admet 
27 x) X rom 


une tangente сш au point d'abscisse (-1) 


x 1) faux : f (x) = " x? alors f (a)-42.2a 


Soit Ё (а) = es T 
2) faux : f(x) = V2x alors f (a) - J E — 


242 
3) vrai : la tangente à pour équation 
y-f'(1) (x -1) + f(1) soit y = 2(х-1)+2 d'ou у= 2х 
4) vrai: A (1,3) e £ alors f (1)23 et on a f '(1) =5 
Ainsi y = f '(1) (x-1) + f(1) 
у= f '(1) (1) + f(1) 
y= 5(x-1) +3 soit y = 5x-2 


х-1 six21 
5) faux ` f(x) =|x-11= 
о We Ix E si xxl 
f ' (0) =1#f'„,(1)=-l1 
6) vrai : f(x)= 44x. est dérivable sur ]0,+œ[ en particulier en 2 


7) faux : Кх)- х? alors f (x) = За? 
f'(1) 23donc 8148) = f'(1)) h + f(1) = 3h+1 z 3(h+1) 


NU 
*A(1,4)eG >2f(l)=4—a+b+c=4 
* B(-1,6)et > f(-1)=6>a-b+c=6 
On obtient 2 b = -2 donc b= -1 
jig £O ËU) _ s ax"-Xx+c- (a - 1+0) _ ;  a(x*- 1)-(x-1) 
* xoc x-1 x x-1 хэ! х-1 
-lima (x + 1) - 1= 2a - 1= f'(1). 


| soustrait membre à membre 


120 


Nombre dérivé Solutions 





La tangente en А à pour coefficient directeur f (1) = 3 d'autre part 
f ' (1) 22a-IDonc 2a - 1 23 ou encore a = 2. 

Ora+c=4-bsoit 2+c=4#+1l ainsi c = 3. 

NY f' C1) 22; cherchons f! (-1) = Jim 269 1 CD 
vi x+] 
mx + I -m+l 

Lin Q m x+3 mél, (m+1)(mx#l)+(m-1)[G-m)x+3] 

x=- х +1 xl (m+ 1)(х + D[(2 - m) x + 3] 


юэ (4m - 2)(х + 1) -lim 4m-2 _ 4m-2 
(m1) (x-D[Q-mx-*3] x1(mH)[(2-m)x+3] (m+1)[m+1] 
4m - 2 

(+1)? 


em'+4m=0em(m+4)=08 т= 0 ou т= - 4. 


Уг, 














f'(-1-2e 





=-2 = -2m+ 1= (m +1)? 





1-x? si xe [-1 ,1| 

x'-l si x eļ-%,-1]U[1,+ o 
2 

im 2090-2041) uu 1-х 


D' I 


= lim 1-x=2 








x->(-1)' x+1 хәб) xc] xoc» 
Donc f est dérivable à droite en -letf,' (-1) =2 . 
E + 
m iG CD ve EL pm e DS D po х.1--2 
ЫН ЫГ x+1 x x+] x-t x+1 x3-U 


Donc f est аг à gauche en -1 et 

f'uCD"- -22f'QCl) 

D'où Сү. admet deux demi tangentes au point d'abscisse (-1) 
2) la tangente à droite 


A: y=2(x+1). | 
La tangente à gauche : | j 
Ap: y = - 2(x + 1). ER £ 
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Nombre dérivé Solutions 


NY 1) On considère f définie sur IR ., par f(x) = Vx etf (a) = 


f est dérivable en let f'(1) ei 


1 
24a ` 


Une approximation affine de f en 1 est la fonction f (1) h + f (1) = 1 h +1 
Гоц У1+ SE 


2) Pour déterminer les deux valeurs approchées demandées 
on écrit a et b sous la forme  V1+h 


* a = 41,001 = 4/1+ 0,001 == (0,001)+1=1,0005 
* b =./0,998 = J1 + (0,002) = (-0,002) +1=0,999. 


Ç f(x) =x? on sait que f'(a) = 2a pour tout ae IR 


1) f est dérivable en 1 et f'(1) 22 x 1= 2 
une approximation affine de f en 1 est f' (1).h + f(1) 22h +1 
ainsi f(1--h) = f' (1) h + f(1) 
d’où (140) z2h +1 
2) On écrit (1,024)^— (140,024) 
ainsi (1+ 0,024)? = 2 x (0,024) +1=1,048 
3) a) f' (3)Ó =2x 3-6 
une approximation affine de f en 3 est f(3)+f' (3) h 
ainsi f(3+h) = f(3) +f'(3)h 
8341) = 9 + 6h 
b) il faut écrire a et b sous forme (3+h)° 
а = (3,01 = (34-0, =9+6х0,1=9,6 


b= (3,002) = (3 + 0,002)! =9+ 6x 0,002 29,012 


1 
x 
f est dérivable en 1 et f' (1) = -1 
une approximation affine de f en 1 est f(1) *f' (1) h = 1-h 


1) On sait que f(x)== c'est une fonction usuelle Va e IR” ,f (aj. 
a 


ainsi f(14h)= =1-h 
1+h 


1 1 


2) a = —— -———— 
1002 140,002 


=1— 0,002 = 0,998 
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Nombre dérivé Solutions 








б=т кушй ШЕ E 
103 140,08 
бы ge E EE 
1001... 140,001 
diu ais саас ааруул (р 
0,998 1+(-0,002) 
1 1 





=——=1+0,021=1,021 
0,979 1+(-0,021) 


Ç 1) f(x) = x° fonction usuelle donc f est dérivable sur IR et f (хо) = 3x% 


g est la somme de fonction usuelle dérivable sur IR comme 

(х2)= 2х, et (5)'=0 

Donc g est dérivable sur IR Alors e (xo) = 2xo+ 1. 
2) deux droites sont parallèles si et seulement si elles ont le même coefficient 
directeur, il faut donc résoudre l'équation f ' (xo) = g (Хо). 

Soit 2x9 +1 = 3x 2 ou encore 3x e — 2x0 -1= 0. 


Les solutions sont : xg = 1 ou Xo =. L. 


Les points cherchés ont pour coordonnées (1,1) et C u» 


Ç 1) * f(-1)=1, f(1)=0. 


* La tangente au point d'abscisse (-1) passe par les points (-1, 1) et (-2, 2) 


donc leur coefficient directeur vaut: — (-2)-(-1) -1 


Donc f ' (-1) = -1. 
e La tangente à бу au point d'abscisse 1 respectivement en 3, est 
Parallèle A à l'axe (x x ‘) donc f (1) =0 et f * (3) = 0. 
2) La tangente à бу. au point d'abscisse (-1) a pour équation : 
у= f * (-1) (х+1) + f (-1) or f (-1) =1 et f * (-1) 2-1. 
D'où y = - x. 
3) La tangente à су. au point d'abscisse 3 a pour équation : 
y = f * (3) (x-3) +f (3) orf * G)20etf (3) = 1. Soity = 1. 


1) 51 х e[n,n +1| alos Е (х) =п donc f (x) =(x - n)(n +1 - x) 
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Nombre dérivé i Solutions 





Si xe[n-1,n[ alors Е(х)=п-1 


Donc Ё (х) = (х-п+ 1) (п-1+1-х) = (х-п+1) (п ~ х) 
lim f (x) = lim (x - nn + 1- x) = 0 
lim f (x) bm (x - n + 1)(n-x) = 0 
xon xon 
f (n)=[n -E (n)][E (п) + 1- n]= Ocar E(n)=n 
lim f (x) = lim f (x)=f (n) donc f est continue en tout point n eZ. 
dérivabilité en Хог: 
NIME EM E x=1=f",(n) 
хп Х-1 xn Х-1 xn 
S . -n + = 
xon Х-1 xn X-n xn 
Donc f ‘ a (n) = f * , (n) d’où f n'est pas dérivable en tout point n є Z. 
2) x кэ x polynôme continue sur IR : 
x H> 1 —x polynôme continue sur IR et x H> E(x) continue sur IR Z. 
D'où f est continue sur IRN Z, et d’après la 1° question, f est continue en 
tout point n є Z. On conclut que f est continue sur IR 
3) La restriction de f sur chaque intervalle de la forme [n,n+1[ est un 
polynôme de la forme (x-n) (n+1-x) donc dérivable sur IR \Z et on a 


montrer que f n'est pas dérivable en tout point n € Z. 
ainsi f est d dérivable sur IR\ 7. 


2 
n. О ИТЕ аси 


DE x-1 xr Х-1 xoc Х-1 
= іп -3x -2 = -5 donc f est dérivable à gauche en 1. 


xor 
2 2 
1092-0) лын Ка ХХХІ lim Cl, 


lim Х- нэ Х-1 x> x- 1 





= Dm — + 1= lim 
x31 (x X x—1° = 
Donc f n'est pas dérivable à droite en 1. 
2) a) T : y = f (0) (x-0) + f (0) comme ; f (0) = 2 
231 f (O) _ mn (3x*+x +2) -2 





et lim 

хә 20 lim X 

“Зулаа E e 1=1= f' (0) D'où T: y = x42. 
x0 X хэд 
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Nombre dérivé Solutions 


b) A: y= f'E) -х,) + f (x,) 
T: y=x+2. 


ALTS u | vecteur directeur de T est orthogonal à u ; 
1 f'(x) 
Ou encore f (хо) + 1 = 0. 


Soit f ' (xo) = -1 comme f est la somme de 3 fonction usuelles 
Alors (хо) = -b o+1 


f(x,)--1€»-6x,41--16 - 6x,=- 2< x,=— 
ot Lei d'où M С 2) 
3 Gí: Siet 


3) a) f(x) = Vx2- 1 +x - 1 sur [1,+œ[ 


f est la pr 27 deux fonction dérivable sur [1 ,+co[ 


(xii) ër “е 


+1 











Alors f (x,)- 
"m 
b) Six, € ]0,1[ alors f'(x,)=-6x,+1 
1 


т/р f'(x,) =\/6+1 < - бх,=\/6 e» az - == 
46 
: 1 
a rejeter саг -—— ë |0, 1]. 
d coa 


Donc il n'existe aucune tangente en Mo paralléle à D, 
D'abscisse xo € (0, 1[. 





si x, € |l, tel alors f'(x,) = 
x3- 





T //De 46 + 1= f(x.) = V6 -—À 
lx2- 1 


0 
PI -6 © Aan 2e x = ou (6 
> Л rejeter car iw eo[ dies 


125 





Nombre dérivé Solutions 


Donc il existe une seule tangente à б au point d'abscisse É 
5 


paralléle à D 


1) a) D ;- IR. 


b) Continuité en 0: lim f(x) = lim R - ган 0 = f(0) 





donc limf (х) =f(0) d'où f est continue en 0. 


Dérivabilité en 0: 








X 
ig LOL O) _ tig I ge 1 21-80) 
x—0* X х-»0" x x30 x2+ 1 
ES 
- 2 
x0 X x20 x x30 X +] 


alors f', (0) = f', (0) d’où f n'est pas dérivable en 0. 


x 














5 si x 20 
2) f (x)= x°+1 
2 si x 50 
x°+1 
X X 
E ?+1 xj+1 
soit X, e Jo, + oo; lim оса EL 
х-эхд X - X, X—Xo X - X, 
an хон 1) -хо (RAI) a ххо(хо-х) * X - X 
xs (х?2+ 1)(хо+ 1)(х-х„) c» «^ 1)(х+ DG - x) 
(x-x(l-xx) _.. lxx, | 1-х, 





b d) ыг = =f'(x,) 
x (+ Dt 1)(х-х„) QD) (х+1)* 


donc f est dérivable sur (0, + eo[ 
de méme sur |, 0|, 

x,-1 
711592 
d’où f est dérivable sur IR". 


on obtient: f'(x,) = 
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Nombre dérivé Solutions 


3) le point Ө (0,0) ; f',(0) = 1, et Ё'„(0) =-1 
donc T: y=x et T:y--x 





4) 1e]o, к: f 0) = ER donc f'(1)=0 
(-1) e Le, O[;f' pls donc f'(-1)=0 


au point (1, f (1)) et (-L.f(-1)), on a deux tangentes horizontales. 
fa) = Ï =f(-1). 
2 
5) le coefficient directeur d'une tangente est f' (xo ) et celui de A 


est 3 par suite 
АЛТ < f '(x,) =3. 

х2-1 
(хо+ 1) 


< KE 6x°,+ 3 - x+ 1= 0 esx3 +t 5x) 4 =0. 


six, € |-о0,0[; £f(x,) =3 <> —2——-3 e» x;- 1= 3(х2+ 1)? 
0 0 0 


on pose : t, x; l'équation devient 3t? + 5t,-- 4 = 0. 
Д-25-4х(12) < donc pas de solution . dansce cas: 
1- x° 
(хо+1) 


< 3хо+ 6xj+ 1=1 - x$ © 3х4+7х2= 0 





Six, € |0,+ oo; f '(x,)=3 <> 


e x (3x;+ 7) = 0 < x,=0 ë ]0,+ o| 
donc il n'existe aucune tangente à С, qui est parallèle à A. 
NV f est continue en 2 si seulement si lim f (x) = lim f (x)= f (2) 
x32* x32 
lim f (x) = lim Vx*+ 2x - 8-- mx =2m= f (2) 
x—2° x—2° 


et lim f(x) Im 3х?- 5x +т = 2 +m alors 2 +m=2m €» m - 2. 
x22 хә? 


f est continue en 2 si et seulement si m = 2 


2 
2 +2х- Е 
2) 4) tig 209-0) ы (Vx 92x78 +20)-4 
x—2° x -2 x—2* x-2 
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Nombre dérivé Solutions 


QUE — 26-2) Dhs, x +2x-8 - 2+ 2х - 8 
й х-2 И e EE +2x - 


-lim —& 206 * 9 + = im 


хэт (x -2 x^ 42x- 8 гэр Se +2x- 8 


donc f n'est pis dérivable à droites en 2. 
Í ÍQ- £0), 3x4-5x 2-4. | 3х-5х-2 


-= + 2= + œ 


e Ir e bm 
Бете IE ni x-2 хэ? х-2 x32 x-2 
Factorisons 3x ? -5x-2. On remarque que 2 est une racine 
E 2 1 
alors x'x "= ~=- ~ orx'-2 alors х'=- — 
a 3 3 


3 (x-2)(x + ES 
Ainsi lim —————————2— —-lim3x +1=7 


х2 x-2 хә? 
donc f est dérivable à gauche en 2. 
2279 méthode : 
ela restriction de f sur ]-оо ,2] est formé par 2 fonctions usuelles dérivable 
sur Lon ,2] alors Р (хо) = 6xo- 5 
donc f',(2) 212-527 


b) lim 209-20) L + 0 
х-»2” X- 
et lim ro) rO) QU fon - 7 


х-»27 X2 
alors бу admet une demi -tangente verticale dirigée vers le haut 


; . - (1 
en 2 et l'autre qui a pour vecteur directeur us B A 


3) x, elo | 2. 
on а: 6x,- 5= f' (x,). 
А:у-Ё(х,)(х-х,) + f(x) S А: у= (6x,- 5)(х - x.) + 3х%- Sx + 2 
А: у= (6x,- 5) x бх2+ 5х„+ 3х2- 5x,2 
d'où A : y= (6x,- 5) x - 3x; + 2. 
b) B(0,-1) eA e-1-(6x,-5) 0-3x2* 2€» - 3+2 = - 1 
€» х2=1 < x,7 1 ou x=- 1, appartiennent à | œ, 2] 
donc il y a deux points de С passant par B, le point E’ (1, 0)et E" (-1,10). 
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d 1) La restriction de f sur La of est un polynôme donc continue sur : 
]-,0[et sur (0,2| est rationnelle donc continue sur ]0,2[et sur D cl 


f est continue car c'est la somme des fonctions continues. 
lim f (x) = lim х?+ ax? * b =b 
x20 x0 





x-2 
lim f (x) =li =-2= f (0 
шир (x) X +1 (0) 


f est une continue en 0 si et seulement si b = - 2. 
| . -2 
lim f(x) = lim = 0 
x22 x22 x + 2 
lim f (x) = lim - Vx+x-24+/2=0=f (2) donc fest continue en 2. 
x-2* x—2* 
Finalement f est continue sur IR, si et seulement si b = - 2 et ae IR. 


2) Jim f (x) = lim - Jx4x- 24 lim хс. 24 L) = +00 


Ух 


lim f(x) = lim x° +ax*+b= lim х?= - œ, 


X-—-o0 
3) a) b = -2 et a = 1 et d’après la 1** question, on a alors f est continue sur IR. 

x-2 HE 

b) La dérivabilité en 0 : lim PLE lim X51 — 

x0* x—0* X 
- 2) +2(х + 
lim (x-2)92& + 1) _ lim EN lim —— = =3 =f" (0). 
x—0* x (x + 1) x20 x (x + 1) “хэд x + Ï 


: 3*+x?*-2+ + 
aia AO) = ааа: у 
x20 x x20 x x20 X 


= lim x (x + 1) 20 = f' (0). 
x0 


alors f', (0) =#f' (0) d’où f n'est pas dérivable en 0. 
La dérivabilité en 2 : 





x-2 
= ERO A £89 1 C) - im 341. lim ee 12) 
ин xo x-2 x> x+1 3 
rumm. i x: 2 Ух _, пі 
x32* x x—2* X- m x-2 
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_ 02 53) G2 € x) ү kala 
L o a eene Eu 


se f',(2) alors f',(2)#f",(2) donc f n'est pas dérivable en 2. 


242 

4)a) x, € |. o[; f 
d'aprés les théorëmes sur les fonctions usuelles et leur addition on conclut 
alors que la restriction de f à ]-o0,0] est dérivable et f (xo) = 3xo + 2xo 

b) La restriction de f sur ]0,2[ est une fonction usuelle 

donc dérivable sur ]0,2[ 

А 1+2 3 
f'(x,)- A 

(x, +)" (x. +I) 
5) a) -2 e |- œ ,0[ ; f(-2)=(-2) +(-2)?-2=-6 et f(-2)=3(-2) +2(-2)=8 

ainsi la tangente en (-2) est : y = f * (-2) (x+2)+f (-2) 
ou encore y = 8 (x+2) -6 soit y = 8x 2. 











ж 1-2 _ Е _3 

1e]0, 2| alors #(1) = = #(1) = ЕТ n 
ainsi la tangente en 1 est : y = f ° (1) - 1) +f (1) 
soit y = ш: 1)- L ou encore y= Sas EA 
4 2 4 4 


b) T : La tangente de coefficient directeur f * (xo) 
A: y = 5x +1 de coefficient directeur 5 

ТЛА < f (хо) = 5 

si xy €|-9, 0[ ; f(x,)2 5 < 3x; + 2x,= 5 


-5 
< 3xj+2x,-5=0<>x,=1 ou Ze зоо 1 e]- œ, 0[ 
Il existe alors une tangente à Z, au point d’abscisse x = 22 
3 


4.9434 Р 
Wi 1) a) ши (op E rer | LITE EE 
x31 xl (x 2 1)(х = 2) 0 


est fini que lorsque a + b - 1= 0. 
+ 
lim f (x) 4ё b 


or a+b=1 donc -a=1<— a=-1 et b = 2. 





J est fini que lorsque : 2a +b=0<> b=-2a 


4 3 
b) (p s On remarque que 1 et 2 sont des racines de polynóme 


(x - DG - 2) 
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x*-2x'-x +2 d'où 

x*-2x?- x + 2=(x -1)(x -2)(ax*+bx + c) 

= (х?-3х +2)(ax?+ bx +c) 

= (ах*+ (b -3a)x3+ x° (2a + c -3b )+ x(2b -3c) +2c) 


a=1 
b-3a=-2 a=1 
Par identification, on obtient : 24 + с- ЗЬ = 0 < )р-1 
-3c+2b=-1 с= 1 
2с=2 
2 
раг suite f(x) = (x-Dx-2(v +х+1)_ x4 x + I. 
(x- 1x - 2) 


Jx^* x + 1- ax - : 
2) limh (x) = руках 8128. est finie que lorsque В = 1. 

x— x Xx 

. Xx^x*leax-1 ,  X?2+x+]1-(+ox +1} 

limh (x) = EE 3 110001 

x | Vx + x+ 1+(ax + 1) 
m (1- o^) x*+ (1-20) x 
p VE x + 1+ ax + | 


l-a? 1 -2a 


= lim + —————— Pv — — 


хэд /х2+ъх +1 +ах+1  х(Ух?+х+1+ах+1) 


est finie que pour 1- 2a = 0 а = 2 


Vx?+x+1 iie 
ainsi lim h(x)= lim ———— —;—4— — = lim 
x20 x20 x 


UH xxl хүхэ! 


-1,4опс la propriété est vraie pour l'ordre 1. 


Alw 


WS 
Е 
х?-2х +1 
(х?-1) 
* Supposons que la propriété est vraie pour l'ordre p. 
рх”! - (p + 1)х?+ 1 
(x -1y 


* Montrons que c'est vraie pour l'ordre (p + 1) 


3)a)* f(x) 
=1+2x+...+px". 


Soit f (x) = 
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P" (р +1) х?+1 


[1+ 2х ха (p * 1) x _ PX "ET: +(p + 1) х? 
рх”! (p + 1) x 1+ (р+ D х?(х2- 2х +1) 

Ё (x - 1) 
_ px"! - (p + 1) x"+1+ (p + 1) xP?- 2 px™- 2x (p + 1)x” 
р (х-1)° 


_ (р+*1)х”?-(р+2)х”!+1_ 
(x - 1)° 


d'après le principe de récurrence, on a : 
pour tout n e IN'; Ё (х) =1+ 2x +...+ пх"". 


b) lim f (х) =lim1+2x + Зх +...+nx"!=1+2 + 3+...+ n. 


„i (x) donc vraie pour l'ordre p +1. 


c'est la somme de n termes consécutifs d'une suite arithmétique de 


+ 
raison. r =1 et de 1“ terme 1 , ainsi 142+3+...+п= > = D 
+ 
d ‘où limf, (x) NUE 
4) а) р est continue en 1 si et seulement si lim ф(х)= lim ф(х) =p (1) 
+ 
lim ф(х) = lim f (x) = f (1) = 3 =p (Det Ierd -limf, (x) == - x 
x21* x—1* хә хә 


+ 
alors lim о(ху-Нто (x) =ф (1) < DCH, 3 
DEN xot 
c n-tn-6on-tn-6-20 
A = 25 par suite n=2 ou n--3 à rejeter, donc n = 2. 
b)Sin# 2; ф n'est pas continue en 1 => ф n'est pas dérivable en 1. 


Si п=2; lim 20920) e0. lim х'+х+1-3 


x21 X- zm x-1 
DUM 3= @', (1). 
x x - x 

+ 
xor Х- e X- 


donc @',(1) = @',(1) d'où DUE pas dérivable en 1. 


1) Vx &[-5,5]on a -xef-5,5] 
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et i297 2 25-09 —425-x? =f(x) 


alors fest paire par suite l'axe des ordonnées est un axe de 
symétrie pour б. 





3 25-x? 
2) lim Қх) 6-5) _ ёо ig dc Hat. c S EO. 
x25 x-5 Ши x-5 x25 5 (x- 5)\/25-х? x25 5 (x- 5)/25- Xx? 
lim5*x-10 


= lim 3 6"). cocar 
x35 5 425-x? lim 25-x? =0* 


x—5 
donc Cadmet une demi -tangente verticale dirigé vers le haut son équation 
est х= 5 et y 20 
de même en (-5) puisque l'axe des ordonnés et un axe de symétrie donc 
l'équation est x= -5 et y 20 ? 
u'(a) 3 (25-20) ). -2X 


3) On sait que шин: О улс; 
p f(0)-0 
(a) = = => f (0) = 


4) soient a, b de [0,5[ tel que a> b 
— a!» b! -a!«-b* => 25 -a° <25-b? => f(a) < f(b) 








=> f est strictement décroissantes sur[0,5[ 
5) 


x? y? 
6) Mec, o —+—=1 
) 6i 2278 


2 2 672 
c X. -1.X. ou encore y? i ges 22) 
9 25 25 


o у= 225 xou e - 225 - 
€» y = f(x) ou y = - (x) 

© Med, ou Мес, 

M eec, Usus 

d'ou Éi -6, Kë a 
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Chapitre VI 


Fonctions Dérivées 





Définitions : 
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. 
On dit que f est dérivable sur un intervalle I. 
Si f est dérivable en tout point a de I. 
La fonction qui à tout réel a de I, on associe le nombre dérivé de 


f en a, s'appelle fonction dérivée de f sur I noté f . 












Dérivées des fonctions usuelles : 
Le tableau suivant donne les dérivées des principales fonctions 


usuelles. 
Domaine : "Oy 
ck Fonction dérivée 
De définition 










: Dérivable 
Fonction bs 








xk (k réel) 


xH X 






xH ax +b 


xex" (nef 





Opérations sur les fonctions dérivables : 


» fetg sont deux fonctions dérivables sur I, de fonctions dérivées 
respectives f et g'sur I. 
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Fonction Dérivée 
























1-6 f'+g' 
Af(A&IR) AT 
fxg f'xgtfxg' 
z(t()«0) 
f 
- 0 
z (e(x)=0) 
f" (neZ') nf™'xf' 






















ife E 
2Vf 
f(a x + b) a. f'(a x + b) 





> Remarque : * Toute fonction polynôme est dérivable sur IR. 
* Toute fonction rationnelle est dérivable sur son domaine 
de définition. 
m Les dérivées successifs : 
> Si f'est dérivablesur Ialorson note f "la fonction dérivéedef',on 
l’appelle la fonction dérivée seconde. 
> Remarque: f',f",f", ...f (*) sont les dérivées successifs d'une 
Fonction dérivable (n) fois sur I. 
> + Toute fonction polynôme est dérivable (n) fois sur IR. 
* Toute fonction rationnelle est dérivable (n) fois sur son domaine de 
définition. 
g Sens de variation d'une fonction : 
I désigne un intervalle, f est une fonction définie sur I et dérivable. 
e Pourtoutx € I; f'(x)= 0 < f est constante sur I. 


e Pour tout x eL; f ' (x) > 0 < f est strictement croissante sur І. 

e Pour tout x eI; f (x) < 0 <> f est strictement décroissante sur I. 
Extremums : 

> Définitions : 

Soit f définie sur D,I=[x,-h,x,+h[ avec Ic D. 

a) f admet un minimum relatif en x o si et seulement si : 

Pour tout x € I ;f (x) > f (x,). 
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b) f admet un minimum absolu en xo si seulement si : 

Pour tout x € D; f (x) > f (x,) 

c) f admet un maximum relatif en xo si et seulement si : 

Pour tout x el; f(x) < f (x). 

d) f admet un maximum absolu en x; si et seulement si : 
Pour tout x € D ; f (x) < f (x,). 

e) f admet un extremum en x; si et seulement si f admet un maximum 
en х ou un minimum en хо: 

» Extremums et dérivation : 

Théorèmes : 

Soit f dérivable sur D et хоё D. 

1) si f admet un extremum en x, alors f '(xo)= 0. 


2) si f ' s’annule en xo en changeant de signe au voisinage de Хо, 
alors f admet un extremum relatif en x. 


Réflexes 


Dérivée avec V racines Attention à l'ensemble de 
dérivabilité 


On se raméne à une fonction 
absolues définie par intervalles 
Déterminer un extremum On se raméne à un tableau de 
variation 





136 


Fonctions dérivées Enoncés 


ENONCES 


Fonctions dérivées 


1) Montrer que les fonctions suivantes sont dérivables sur IR puis trouver 
Leurs fonctions dérivées : 


f, :x (5x-2)' fixer үх -3x +1; fx 2 (2x € 4) (x° -2) 
fix (1-x) (3x -3) (5x +2); f;:xi (3x +4) (3-x). 


Ç Montrer que les fonctions suivantes sont dérivables sur leur domaine 
de définition puis trouver leurs fonctions dérivées 





-5 5x42 3x45) (5х-4) 
g,:X > TE == DIR ———|5 8X > —— 
4x-1 2x+3 4x -3 (-х) 
po ui uc NN x’ -x+3 
3 (2+3) 5 BU ON 


Calculer les dérivées des fonctions suivantes 


3Vx -1 
1-2Jx 








X 2 1 
our x )=; h,:x > our 0(x(= 
2Р ^ 2 p ( Ч 


Һ:хю 
3 





h,:xh pour sel, 


1 
24x 
h,:xk 43x^ +1 pourxeIR. et h;: xi» x.42x +1 pour x>- 
N/ Soit la fonction f définie sur IR par f(x)--x^ *2x-4 
et (£)sa Courbe représentative dans un repère (0,1,3). 


1) Déterminer une équation de la tangente (T, )à la courbe (&) au point 


A d'abscisse a. 
2) En déduire les coordonnées des deux points A, et A, de(£) où les 


tangents (T, et (T, ) passent par l'origine du repère. 
Donner les équations de (T, )et(T, ). 
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. x? -1 
Soit f: IR Э IR x > ——— 


|x +1|+1 





ë Désigne la courbe de f dans un repère O.N. (0,1, j) 


1) Montrer que f est dérivable au point —1 
2) Montrer que f est dérivable sur IR et déterminer sa fonction dérivée f' 
3) Déterminer le (ou les) points de Сой la tangente est : 


a) Parallèle à la droite A d'équation: 2x - Зу + 1-0 
b) Perpendiculaire à la droite A' d'équation: 4x - 5y + 1 = 0. 


NIC. considère la fonction f définie par f (x)-(x-2) (x +3) 
Soit E, la courbe représentative de la fonction f dans un repère 
Orthonormé (o Л) du plan. 

Soit la droite D d'équation x +y +3 = 0 
1) La droite D est elle tangente à 6, ? si oui déterminer le point de 


contact. 
2) Existe-t-il des tangentes paralléles à D. 
3) Déterminer les tangents à (5, ) issues de A (2 , 0). 


1-Мх-1 
Soit la fonction Ё: x 59 - 


Ух +1 


1) Donner le domaine de définition D, de la fonction f. 
2) Etudier la continuité de f sur D,. 


3) Etudier la dérivabilité de f en 0 et en 1, puis interpréter 
graphiquement le résultat. 

4) a) Déterminer f la fonction dérivée de f. 
b) Donne une équation cartésienne de la tangente A à la courbe 
représentative C de f au point A d'abscisse 4. 


Ç On donne la fonction définie sur IR \{2} par : 


g(x}=1+ Ix ly e Ай ;neIN 
2 4 2" 


1) Ecrire sous une autre facon g(x), puis calculer g (x). 


2) Déduire la somme suivante S = Улс 
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Хо considére la fonction f définie par : f (x) = À 
Vx 
Soit (E) la courbe représentative de f dans un repère orthonormé 
(0.1,j) du plan. 

1) a) Démontrer que f est continue et dérivable sur IR; : 

b) Quelle est la fonction dérivée f'de f ? est-elle continue sur son 
domaine ? 

2) ) Former l'équation de la tangente à (E lau point M, d'abscisse x,. 
b) Former les équations des tangentes à (5) parallèles à la droite 
р:х-2у = 0. 

c) Peut-on déterminer des points de Іа courbe (E) oü la tangente est 
paralléle à un direction donnée de coefficient directeur m. Discuter 


d) Est-il possible de mener par le point A (o А 3⁄4) des tangentes à (£) 


3) a) Soit g une fonction dérivable sur ІВ", 
g(x*h)-g(x-h) _ 


Démontrer que lim ——— — 2 g (x). 
+h) (x-h) -(x-h) xh 
b) Soit xe IR en dese CRAN QR А. 
h20 h x? hi 
| 
Pour tout réel x, on pose : f (x)=1+x+x?+...+x* = х" 


k-0 
On notera cette expression de f : expression 1. 
1) Quelle est la valeur de f(1) | 
2) a) Donner une autre expression de f(x) pour x z1.On notera cette 


nouvelle expression : expression 2. 


50 
b) En déduire la valeur de la somme : S, = > 27 
k=0 


3) a) On note Ға dérivée de f. Calculer f'(x) à partir de l'expression 1. 
Quelle est la valeur de f '(1). 


b) Déterminer f '(x)à partir de l'expression 2 pour x 21. 


50 
Quelle est la valeur de la somme SEA 2 
k=1 
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NY, | | х?+т(2+х) 
Soit la fonction f, (x)=> => ауес un meIR 


2-x 
еіС, )sa courbe représentative. 


1) Déterminer, suivant m, lim f, (x). 
DEN 


2) Calculer f", (x)la fonction dérivéedef, (x) pour toutxeIR \{2}; 
3) Soit x, € IR - [2] et M, et N, les points de C,, d'abscisses repectives 
x, et4- x,. Montrer que les tangentes à en M, et N, sont parallèles. 


4) Déterminer m sachant que la tangente à ©, au point d'abscisse (-2), 
22 ; 1 
a pour coefficient directeur le réel 2 : 


x? +|2+x] 
. : 2-х 
5) Soit la fonction g: IR—IR;x+ aveca e IR 


xvx 51х)0 


ax +1- É 
1+x 


six <0 





a) Etudier suivant a, la continuité et la dérivabilité en O de g 
b) g est-elle dérivable en -2 ? 
c) Montrer que g est dérivable sur chacun des intervalles но š -2|, 


]-2,0[ et (0,4со| et déterminer g (х). 
NY Soit la fonction f définie par £(x)- 52803. 
1) a) Montrer que f est dérivable sur IR - (1) etcalculerf (x) 
b) Ecrire une équation de la tangente A à (8, ) au points d’abscisse 0. 
c) Préciser les points de С, où la tangente perpenduculaire à (A) 
d) Soitle point A (1 ol œelR.Déterminer a sachant qu'il n'y a 
aucune tangenteà (S Ё ) passant par A. 
2) Soit la droite (D):y 22 (х-1) +6. 
a) Montrer que (D)coupe(£, ) en deux points distincts M'et M` 
d'abscisses x et x", Solutions d'une équation du second degré que 


l'on précisera ( le calcul de x'et x n'est pas demandé). 
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b) Vérifierquex'+x =2.En déduire queles tangentesà C, en Mi 
et M "sont parallèles. 

х? +4|x|+3 
Wi 

a) Préciser D, et étudier la dérivabilité de h en 0 


b) Montrer que h est dérivable sur IR - (0, -1, 1) et préciser la fonction 


3) Soit la fonction h(x)- 


dérivée h'. 

c) Enquelspoints de (г à ) la tangenteest paralléleà la droite 
D:xty-0 

d) Préciser le signe de h'(x)pour tout x €IR -{0,-1,1}. 


c f(x)=x°-x+3six2>1 


Soit f la fonction définie sur IR par : 2|x|-5 . 
f(x)-— — six(1 
х-2 
Ç désigne la courbe de f dans un repère orthonormé (o ii EI 


1) a) Etudier la continuité de la dérivabilité en 1 et 0. 
b) En déduire que С admet une tangente A au point A d'abscisse 1, 


donner une équation cartésienne de Л. 
2) a) Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles Let: 


10,1[;fl,+o[ etcalculer Ё (x) sur chaque intervalle. 
b) En déduire que Aesttangenteà ë en un autre point B qu'on 


précisera les coordonnées. 


3) Soit M un point de С d'abscisse а > 1 et N un point de с d'abscisse de. 
a 


a) Préciser les tangentes respectives T, et T, à aux pointsMet N 
b) Pour quelles valeurs de а, T, est parallèle à la droite(OA) | 
Pour cette valeur dea trouver les coordonnées du point H de T, ^T „. 
4) Montrer que f est deux fois dérivables sur [0 ,+ | . Calculer f" (x). 


Sens de variation - Extrema 
lx = 2x| 


NL/ Soit f la fonction définie par : f (x) ==! six #2 etf (2) SC 
x(x*- x - 2) 3 


1) Trouver le domaine de définition D;de la fonction f. 
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2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 2. 
3) Dresser le tableau de variation de f. 


Vn f une fonction définie et dérivable sur IR 
. La courbe représentative de f est donner ci-dessous. 





Répondre par vraie ou faux à chacun des assertions suivantes, en justifiant 
votre réponse : 


а) 1) =0 b) f admet un extremum en x = - 2. 
C) f est croissante sur [1, + of . 4) f admet deux extremums 


3 
+ 
N soit f la fonction définie sur IR раг: f(x) = с 


sit 








2 2 
1) Déterminer qu'il existe un réel a tel que pour tout x réel, f'(x) | = ) 
x 
2) a) Déterminer une équation de la tangente à la courbe au point d'abscisse 0. 
b) Soit g la fonction définie sur IR par g (x) = f(x) -9x. 
Vérifier que f "= g”. 


c) Calculer Ё” (x) ; sur I SËCH B ] , étudier le signe de f", en déduire le 


sens de variation de g ', puis le signe de g '. 
En déduire le sens de variation de g, puis le signe de g. 
Quelle est la position de la courbe par rapport à sa tangente en 0. 


On donne la fonction f définie sue IR par : f (x) 2 ax ? tbx + c 
avec a EIR ` et (b, c) e IR ?. 
1) Déterminer b et c en fonction de a sachant que la courbe représentative 
contient les points А (1, 0) et B (0, 1). 
2) Pour les conditions trouvées, calculer les coordonnées de l'extremum de f. 
3) a) Quel est l'ensemble des points associés à ces extremums ? 


b) Dresser le tableau de variation de la fonction qui forme cet 
ensemble. 


N vrai - Faux 


Dire si l'affirmation est vraie au fausse. Justifier votre réponse. 
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1) Pour x z 0, f(x) ze alors f (1) = -1. 
x 


2) Pour tout x > 1, f(x) = 44x +1 alors f (x) = 


1 
2. х +1 ` 


3) Pour tout x > 0, f(x) = alors f' (x) -4Х. 





1 
24x 
4) Si f est dérivable sur I alors f est croissante ou f est décroissante. 

5) Si f est dérivable sur un intervalle centré en xo et f admet un extrema 
en xo alors f' (xo) = 0. 
6) Si f est une fonction positive sur un intervalle I alors f est croissante sur I. 


+ 
Soit la fonction f définie sur IR par : f(x) BIB. | 
x°+x +3 


1) Calculer f' (x). 

2) Déterminer les réels a et b pour que la fonction f admet un extremum 
égal à 1 en x = 0. 

3) pour a = 1 et b = 3, étudier les variations de la fonction f. 


4) Vérifier que f'(- 1) = Zet construire la tangente à б, au point 


A (- 1, f CD). 
5) Démontrer que pour a = 1 et b є IR, f admet toujours deux 
extremums. 


Wi, soit g une fonction définie par g : IR—IR 
х - < x+ 2xVx -2x-1. 


a) Etudier la dérivabilité de g sur son domaine. 
b) Dresser le tableau de variation complet de g, on précisera ses 
extremums et leurs natures. 

2) Soit la fonction f définie раг: f : IR, IR 


"— MÀ t As X 2X ex 
6 5 


a)Etudier les variations de f. 
b) fadmet-elle des extremums ? 

3) Existe-t-il des tangentes à la courbe de f paralléle à la droite 
d'équation : y = - x +3 ? 


Soit (f m) m e m la famille des fonctions définie par : 
f m (x) = (2m - 3) х? 43x? - 3mx + m. 
1) Pour quelles valeurs de m, f m (x) possède un seul extremum ? 
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2) Pour quelles valeurs de m, f m (x) est décroissante sur tout son 
domaine ? 


3) a) Etudier les variations de g (x) = -x3+ d 5 x| +1 
b) Dresser le tableau de variation complet de g. 
c) Préciser les points anguleux de С, et donner les vecteurs directeurs 


des demi tangentes. 


NY Soit f la fonction définie par f (x) = ax? Бх + c. 


2 : 2 1 
Déterminer les réels a, b et c sachant que f admet un extremum en x о = 5 


et sa courbe C passe par A(1,1) et admet en А une tangente 
parallèle à la droite A : x — y + 1= 0. 
x 
х?-х+1 
a) Etudier les variations de g. En déduire que pour x є IR, 


2) soit g la fonction définie par g (x) = 


ona:- 586951. 





+ * 
b) En remarquant que шу. 1+ 25 Montrer que pour tout n eIN 
n 


n 

n+1 n+2 

Ona: < ! 
SE n == d 


2 
70 ARR; Ç _ mmol oü me IR. 
X- 





On désigne par C m sa courbe représentative dans le repere (O, i, j). 
1) Déterminer f' m. 
2) Pour quelle valeur de m, f admet-t-elle un extremum en 2 ? | 
3) Quel est l'ensemble des valeurs de m, pour les quelles f m n'admet pas 
d'extremum ? 
4) on prend m = 3. 
a) Déterminer les variations de f ;. 
b) Soit A : Зх — 4y +13= 0, déterminer les points de c, où la tangente 
est paralléle à A ; en déduire que A est tangente à Z; en point que l'on 
précisera. 
х|х - H -3 
х-1 
a) Etudier la dérivabilité de g en (-3). 
b) Déterminer g est dresser le tableau de variation de g. 
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5) Soit g : IROIR ; х» 


Fonctions dérivées 


vi 1) Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = 4x-x° et soit Ó sa 


courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i j ). 
a) Dresser le tableau de variation de la fonction f et tracer Ç . 


b) Déterminer les coordonnées du point A dont l'abscisse est le 
maximum atteint par f. 


с) Soit I (0, 1). Déterminer les tangentes T , et T; passant par I Ас. 
2) Un point M variable sur l'arc d’extrémités O et A de la courbe Ç 


d'abscisse x tel que: x € 10, 2| , N désigne le symétrique de M par 


rapport à А:х-2 et MNN "Mi le rectangle 

dont les sommets M ' et N ' sont situés sur l'axe des abscisses . 
a) Exprimer en fonction de x l'aire s (x) du rectangle ANN'M'. 
b) Pour quelle valeur de x, s (x) est maximale. 


Enoncés 


N 5 Le plan étant rapporté à un repère orthonormé (O, i, j ).On considëre 
Les points : A (0, x43) ; B(x-1, 0) et c (-x+2, 0). 

1) Déterminer l'aire f(x) du triangle ABC. 

2) Etudier le sens de variation de la fonction f. 

3) a) Ecrire les équations es tangentes aux points d'abscisse 


4 3 
respectives: -3 Se . 


b) Interpréter géométriquement les minimums de la fonction f. 


On considére une famille de carton ayant la 
forme d'un triangle 

équilatéral de 60 cm de cóte. 

On découpe les trois coins de cette famille, 
comme l'indique la figure ci- contre, et on 
forme une boite sans couvercle en relevant 
les rectangles latéraux. 





1) Montrer que le volume de la boite est 
У (x) = x (30 - x). 
2) Déterminer le volume maximal de la boite obtenue. 


ç Le est rapporté à un repëre orthonormé (O, Lj ). 
On considére le cercle (T`) de centre O et de rayon 1. Soit A le point de 
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Coordonnées (1, 0) et A' (-1, 0). 
1) Pour tout point H du segment [A А! , distinct de А et A', on mëne la 


perpendiculaire à la droite (АА!) (A) Coupe le cercle (Г) en M et M'. 
On pose OH = x, calculer, en fonction de x, l'aire du triangle AM Mi. 
2) Soit la fonction numérique définie sur [-1, 1] par f(x) = (1- х)у1- x? . 


а) Etudier sa dérivabilité еп — 1 et 1 .En déduire les tangentes aux 
points d'abscisse-1 et 1. 


x U'(x) я 
b) En utilisant la formule(./U(x)) » ————- , pour U Gelb, 
) (/060) те ( 
Dresser le tableau de variation de f. 
3) Montrer que le triangle AM M' d'aire maximale est équilatéral. 


NS sci & = (OMN) un cône circonscrit à une sphère (s) de rayon R et de 


centre О. 
Soit H le projeté orthogonal de Q sur (MN), le cercle de base de (Ó ) a 


1 
pour rayon MH = r. Soit ` r^x le volume dec avec x est sa hauteur. 


1) Calculer r ? en fonction de x et de IR. 
2) a) Trouver la valeur minimale de la hauteur x pour que le volume V soit 
minimum. 
b) Pour cette valeur de x, calculer V. 


Un couloir entée deux bátiments à la forme 
d'un prisme droit dont deux des faces sont deux 
immenses baies vitrées rectangulaires de 20m 
de long sur 5m de large on section du prisme par un plan perpendiculaire à sa 
base est triangle isocéle ABC tel que AB = AC = 5m, BC représente 
l'écartement à la base des deux baies vitrées on notera x sa longueur. 

Le but du probléme et déterminer x tel que le volume de ce couloir soit le 

plus grand possible. 
1) a) Quelles sont les valeurs possibles de x ? 

b) Calculer le volume V(x) des prismes en fonction de x. 
2) Soit f la fonction définie sur [0, 10] par f(x) = х2(100 — х2). 

a) Etudier les variations de f . 

b) Pour quelle valeur de x, f admet-elle un maximum ? 
3) a) À partir des variations de f, déterminer les variations de la fonction 

V sur [0, 10]. 
b) En déduire la valeur xo de BC qui rend maximal le volume de couloir. 
c) Donner l'arrondi au centiéme de xo. 
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ei On veut faire circuler un fluide avec un frottement A D 


minimal dans un canal à section intérieure rectangulaire. 
ABCD représente cette section ; x désigne la hauteur en m x 
et £ la largeur en m de la section. L'aire de la section B C 
ABCD est 2 dm’. (m = mettre) 4———— 
a) Exprimer £ en fonction de x. { 
b) On note L(x) la longueur du contour intérieur c’est-à-dire AB + BC + CD. 








Expliquer pourquoi, pour tout x > 0, L(x) = 2х + Yee 
X 


c) Etudier les variations de la fonction L. 

d) Le frottement est minimal lorsque L(x) est minimal. 
Déduire de l'étude précédente les valeurs de x et de / pour lesquelles 
le frottement est minimal. 


р Dans un repére, P est la parabole d'équation : y = x^ 
On note À le point de coordonnées (0 ; 1) 


et M le point de P d'abscisses x. 

Le but de l'exercice est de trouver les positions 

éventuelles de M sur P pour lesquelles la distance 

AM est minimale. 

1) Démontrer que АМ? = x^ х? + 1. 

2) f est la fonction définie sur R par f(x) = X ex +1. 
a) Calculer f'(x). 
b) Dresser le tableau de variation de f. 

3) a) En utilisant le fait que AM est minimale si, et seulement si, АМ? est 

minimal, déterminer les positions de M pour lesquelles AM? est minimal. 

b) Calculer cette distance minimale. | 





-1 0 1x 


Nu entreprise fabrigue des casseroles de contenance 1 L. 

Elle cherche à utiliser le moins de métal possible. 
(On ne tiendra pas compte du manche.)  - d = 

x désigne le rayon de cercle intérieur et h la hauteur de 

la casserole en centimètres. 

a) Exprimer h en fonction de x. 


b) S(x) est l'aire latérale plus l'aire du disque intérieur en спі. 


Expliquer pourquoi pour tout x > 0, S(x) 2x x? 22000 : 
X 


c) Etudier les variations de la fonctions S. 
d) En déduire que la quantité de métal utilisée sera minimale lorsque h° = x”, 
c'est-à-dire lorsque h = x. 
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CORRIGES 


Fonctions dérivées 


* f, (x) = (5x - Sr est une fonction polynóme donc elle est 
dérivable sur IR et on а: 
Pour tout xeIR;f' (x)-4x5.(5x-2) =20(5х-2). 
° f, DE x^ E -3x * lest une fonction polynôme donc elle est 


dérivable sur IR et on а: Pour tout x eIR;f*, (x)=-x° нух. 


* f,(x)- (2x4) (x? -2) est une fonction polynóme donc elle est 
dérivable IR et on a : pour tout xe IR; f, (x)=2 (x° -2)+3x? (2x+4) 
= 2х? -4+6х? +12x* - 8x? +12x? - 4. 
* f. (x)=(1 | x)(3x-3)(5x +2) est une fonction polynôme donc 
Elle est dérivablesurIRetonaf,(x)=-3(1-x)}(1-x)(5x+2) 
=-3(1-x) (5x +2). 
f, (x) 3x2x(-1).(1-x)(5x *2)-3x5(1-x)' =6(1-x)(5x+2)-15(1-x)° 
=(1-х)[6(5х+2)-15(1-х) |=3(1-х)(15х-1). 


e f, (х) = (3x +4) (3-х) est une fonction polynôme donc elle est 
dérivable surIR et on a: 


Pour toutx € IR;f',(x)=3x3(3x+4) (3-х) +5х(-1)(3х+ 4) (3-х) 
=(3x+4) (3-х) [9(3-x)-5(3x +4) |=(3x +4)" (3-х) (-24х +7). 


- + 
Ns (x)= 2 + D est une fonction rationnelle donc elle est 
4x-1 2x+3 











dérivable sur son ensemble de définition. Or la fonction g, est définie sur : 
ІК - = .Doncona pour tout x e IR - 23 : 
2 4 2:4 
| 20 5(2x+3)-2(5x+2 20 11 
p) A. 3(24+3)-2(5x+2)__20_, 





Lis A (2x +3) (4x-1) (2x+3) 
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3 
3x + 
* в, (х) 4 = 3 est une fonction rationnelle donc elle est 
X - 
dérivable sur son ensemble de définition or Dg, —IR - a : 
3 
Donc pour tout x e IR - E ona: 


EE 











(4х-3) 4х-3 
= 387 (x3 7609 
(4x-3) (4x3) — 





4 
‚уб 
83 ( j" (1- xy 


dérivable sur son ensemble de définition or Dg, = IR Ju. 


est une fonction rationnelle donc elle est 


Doncpour tout x e IR -{1 опа: 
о 2х5(5х+4)(1-х) -(-1)x3(1-x) (5x +4)" 
5 ‚(х)= (x-1)° 
_ (5x+4)(1-x)'[10(1-x)+3(5x+4)] 
(x) 
_ (5x+4)(1-x)" (5x +22) _ _ (5x+4)(5x +22) 


3 ЫН (1- x) 


* g, (x) = — est une fonction rationnelle donc elle est 


= y | 
dérivable sur son ensemble de définition or Dg, - IR - 8 | 
3 
Donc pour tout x e IR - 5 ona: 


-4(-2x +3)" -2х(-2)(-2х+3)(-4х+5) 
(2x43) 


g «(x)» 
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_ (-2x+3)[ -4(-2x +3)+4(-4x +5) | 8(-2x+3)(-x+1) | 8-8x 
1 (-2x+3) ` Qmes3y (2x4) 
ti 
hys Зх? +х +] 
dérivable sur son domaine de définition or Dg, = IR; 





° g. (x est une fonction rationnelle donc elle est 


donc pour tout x e IR ; on a: 
U (3x? exl (Ge +х+1) | 


: Dans tout l'exercice, on admettra que les fonctions sont dérivable sur 
Les ensembl": qui sont données par l'énoncé. 


h, (x a ; on utilise la règle de dérivation d'un quotient : 


T Месечни 
| (3x-2)° 24x (3x -2)' 
4: 3%-2-6x __ _ -3x-2 

цэ 24x(3x-2) 


(-24х)- (45415) 





eh "(x)= ik = 
(-24Х) 
ESO 0-2 ыг M 
(24х| ` 24х(-24Х| 
M P es, RO 1 
h',(x) 3 4 = 
*h, ()- 3x? +1 et 1, ж == -2 3х 





24/3x*+1 24/3x*+1 däit 
*h,@)=xJ2x+1 
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h'; (x) - (x) 4/2x +1 +x (2x -1y- 2x 41 PEST 


К ути Z 2 mere сй 
SEMEN aa AET 





W La tangente (T, )à (£) au point A d'abscisse < a >, a pour équation : 
y=f'(a)(x-a)+f(a); f (a)=-a*+2a-4. 
f est définiesur IR (fonction polynôme)et f (х)=-2х +2 
f'(a)=-2a+2. 
L'équation de (T, )est:y=-a° +2а-4+(-2а+2)(х-а) 
C'est-à-dire y - (-2a * 2) x +a  -4. 
2) (T, ) passe par l'origine O si et seulement sia? -4=0; 


c'est-à-dire a =2 oua=-2. 
* Sia=-2 estl'abscissede A, alors A, (-2;-12) 


et (T, )a pour équation: y = 6x. 
* Sia-2 est l'abscisse de A, alors А, (2;-4) 


et (T, ) a pour équation: y = -2x. 











х?- 
en БОРЦ ЭХ ЭН Esc M lim À 
satt — xl x) X+1 att -(х41) х (y x+2 
(х-1)(х +1) _ х-1 


= lim < AA Y E lim = 2=f' LI 
CD x (x1) х-(4у -X Чу ) 
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x?-1 
ein EE, Ae EE ql. 
(y x+] x) xl хэр) (x+2)(x+1) 
dnce acp) 


х-(4у (х-2) 
Ona:f',(-1)=f',(-1)=-2 donc f est dérivable en-1. 








2 
ы six € |-o,-1] 
2) Ona: f(x)- 
= six e[-1, oc 
2 
* xi, X - 





33 est une fonction rationnelle donc elle est dérivable 
x 


sur IR" - (2) en particulier sur]-1,+co| donc f est dérivable sur ]-1,+co[ 


1-x? , 1 2 : 
* x| >= > estune fonction rationnelle donc elle est dérivable surIR ; 
x f 


en particulier sur ]-œ,-1[ donc f est dérivable sur ]-оо,-1[ 


et f est dérivable en-1. Donc f est dérivable sur IR et ona: 


2x (x -1)-(x? -1 2 
* pour tout x e[-1, +|; f" клы ык 





(x+2) (x42) ` 
* Pour tout xe Le. AT к) 29) цан : 


3) Soit T:y=f'(x,)(x-x,)+f(x,)équation de la tangente à Ç 
en un point M, (x, , y, ). | 
1 


a) A:2x -3y +1=0 ouencoreA y ec. 


T||Asietseulementsif (x,) =< deux cassontpossibles. 


(хо) 


2 
0 





* Six, Є| ю,-1| alorson a: =—équivaut à 


-3. : 
-3 (Xj +1) =2х2 ouencorex, = impossible, 
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donc iln'existe pas x, є Le, -1] telquef' (x, ) gg 


o +4x,+1 
* Six, e[-1,+co[alorson qu S ouencore 
(x,*2) 3 
HES +4х, +1)=2(х, +2) équivaut à x? +4x, -5=0 
parsuitex, 71 ou x,=-S or x, e[-1,+00f doncx, =1. 
Conclusion : la droite A est parallèle à la tangente T à la courbe £ au 


point A d'abscisse 1. 


b) Д':4х-5у+1=0 ouencoreA':y- cx 





T LA'sietseulementsi xf (x,)=-1 équivautà Р (а) 7 
deux cas possibles. 
-(x2+1) . 
* Six, €]-»,-1], alorsona: ( ^ ).5 
x 4 


équivaut à (x; *1)75x; ouencorex; =4équivaut à 
X, 72 ou x, =-20r X, € |-œ,-1] doncx, =-2. 
x2+4x, +1 _ -5 
(ue 4 


équivaut à 4( x$ +4x, +1)=-5(х, +2) 


* Six, €]-1,+%],alorsona: 


ou encore:3x? +12x, +8=0 comme de discriminait est 12. 
Soit :X, =-6-2./3 ё[-1,+[ OU X, 2-624 e [-1, +0. 
Donciln'existepasx, є[-1,+[ telquef (x.)=2. 
Conclusion : La droite A'est perpendiculaire à la tangente T à la 
Courbe С au point B d'abscisse —2. 


f (x) -(x-2) (x-3)est une fonction polynôme donc elle est 


dérivable sur IR et on a : pour tout x eIR: 
f '(x)=2(x-2)(x+3)+(x-2) =(x-2)(2x+6+x-2)=(x-2)(3x +4). 
1) Soit la droite D d'équation y = -x -3. 


154 


Fonctions dérivées Solutions 


La droite D est tangente à £, en un point L Sion a:&, e D-(1]. 
Etudions donc Z, ND 


=f(x) 


нэг Е équivaut à f (x) -x -3 


Soit M(x,y)e&, ND équivaut! 


. Ouencore(x -2) (x+3)=-x-3 équivaut à (x +з) (x -2) +1|=0 
équivaut à x +3=0 ou(x-2) +1=0. 
*xt3-0 o х=-3. 
* (x-2) 4120 < (x2) = -1 impossible. 
Doncé, nD={1(-3,0)}. 
D'où la droite D esttangente àla droite Z, au point I(-3,0). 
2) Soit Т:у= (х, )(х-х, ) (х, )estuneéquation dela tangente 
M, d'abscisse x,. 
T||D sietseulementsif (х, )7-1 © (х,-2)(3х,-4)=-1 
ou encore As), -2x, -7=0 et le discriminant réduit; A '=22)0 
donc l'équation admet deux solutions distincts x', et x ", ; parsuite, 
ilexiste deux tangentes à с, parallèles à Daux points Mi, et M ", 


d'abscisses respectifs x', et x ",. 


3) Une tangente est issue d'un point, cela signifie que les coordonnées de ce 
Point vérifient l'équation de la tangente ; donc T est issue de A signifie 
que : 
AET ouencore0=f (x,)(2-x,) -f(x,); 


équivautà -(х, -2) (3x, *4)* (x, -2) (x +3)=0 
ouencore(x, -2) [-(3х, *4)* (x, +3) |=0 
€»(x,-2) (2х,-1)-0 = х„=2 oux, =>. 
Donc ilexiste deux tangente à ë, issues de A aux points M, et M, 
d'abcissesrespectifs x, =2 etx, =. 
1) D, ={хе1 telque x20 et/x +1 +0) - IR, 
2) xr Vx estcontinue sur IR, donc x H> Vx -1 est continue sur IR, ; 
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par suite x => Ix - | estcontinuesur IR, d'où x»1- Мх - | estcontinuesur IR , 
ona:x>1 x -1 estcontinuesurIR , 


xvx +1estcontinuesur IR, 


цаа 


jo хьэ (x) estcontinuesurIR, 


pe ag 010. 


x20* an 


xt 
lim MX. xen0‘alors0 «х «l; x -1(0 


1e x -1 
н CR et 
x Х- x 


= lim ———— —. - *cocar lim Vx (Ax +1)=0* donc f n'est pas 
x20 el x—0* ( ) 


dérivable à droite en 0.donc Z, admet une demi - tangente verticale dirigée vers һай 


• Pour étudier la dérivabilité de f en 1, il est nécessaire de l’étudier 
à droite et à gauche en 1. 


Orlorsquex T ; Vx -1(0donc|Vx -1|=1-/x 


Ух 








САК 510<х<1 
etlorsquex i» I; Vx -1)0 done x Ach -1.Par suitef (x)= "e 
= 51Х >] 
x 
x 1 
-f 
° Е) Ve 22 LOI 
xor x-] хә x-1 xor 2(x -1)( Vx +1) 
AA х +1 . 
PAU fim Â l --lim—— =d =f" (1) 
"7 2(x-1)(Vx+1) "äiskal ax) 8 


2-Nx 1 
. f(x)f( . Wx«2 , -24х44-4х:1 
° lim ——— —=lim —— = lim — 
SAIT x-1 xr x-1 xol 2( [x +1)(x-1) 
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Las vx) QUO 
e 2(Vx+1)(x-1) 2 2 x) (ха) (н) 


f',(1)=f', (1)doncf n'est pasdérivableen1 , ainsi Z, admet 2 demi- tangentes. 


ut (1) 


Donc le point d'abscisse 1 est un point anguleux pour la courbe É. 
p P p f 


4) a) *Sixe[0,1);f(x)= 





2 | est dérivablesur IR, en particulier sur 10 ; 1] 
1 (Ух ) 1 
— (Vx +1)]-—= Ax 
цал s 
x+1 
1 


х) 


* Sixe[L to [;f(x)» зэх est dérivablesur IR , en particulier 


ou encore f '(x)= 





sur[1,+œ[ etona pour tout x eIR, : 


f'(x)= лы лш =з 

(Мк) мх (Ух +1) 

b) Une équation de la tangente à la courbe ë, au point d'abscisse 
X, est. : у= f'(x,)(x-x,)*f(x,).dansnotrecasx, =4)1 

-3 1 


2a (Va 1) E 


DoncA:y=f (4)(x-4)* £(4)7— (x-4) +Od'oü Ayo x + 


3 
V в(х)-142х4-132 E i ;neIN. 
2 4 2 


1) g(x) est la somme de (n + 1) premier terme d'une suite géométrique 


Doncf'(4)= 


1 
de raison 3 xÆl.(car x 22) et de premier terme 1. 


157 
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n+l n+l 
E JS 
— p — pour tout x eTR -{2} EXER e 


]-—x 1--Х 
2 2 


Donc g(x)= est une 


fonction rationnelle donc elle est dérivablesur son 


domaine de définition qui est égal à IR -[2) ; et par suitepour tout x e IR -{2} 


Срөө C9 07) 





g'(x)- 





ek 2 3 4 n 
2) S=% —=—+—+—+—+...+—; 
> X Z 2 X Z 2" 


1 
g(x)=1 +; x ын X$ F +> x" est une fonction polynôme donc elle est 
dérivablesur IR et ona: 
3 а 


pourtoutxeIR ; g (x) => +5 x+ x t.. Жое" 


ntl n 
TETE 
Donconremarqueque S =g '(1).Or g GE ACA NS E 
n+l n n n 
242 2423 242 2 2 2 
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Fonctions dérivées Solutions 


mm 


Ni а) хи» Ax #0est continue etdérivablesur IR; doncx E 


Vx 


i 22 2 x : 
est continue et dérivable sur IR; par suite x > —= est continue 


T 


et dérivable sur IR]. 


J L 
x 1 


b) Pour tout x eIR; EI (ра A.X LT 


x 2x x 24x 


285 Sc " 1 
x 2x est différentede0etcontinuesur IR, donc x 2 —; est 


24x 


continue sur IR” doncla fonction f 'est continue sur son domaine. 
1 x 
2) a) Т:у=#'(х„)(х-х„)+(х„)=———=(х-х„)+—=.: 
2x s Xo 
est l'équation dela tangente à Š, au point M, d'abscisse x„. 


1 1 
zu NAR 


1 1 
Му Me 


1 
b) D:y-—x. 
) D:y 2 





doüT:y= 





OU ENCOTE : y = 


La tangenteà (Ç ` au гс M, d'abscisse x, est parallèle à D si et 


seulement si £'( 





ёс eim => e Jx = 1 d'oüx, 71; 


Doncilexiste une tangente T, à (¢ ) parallèle à D d'équation:T, : y => x +> 


c) La tangente à (c ) au point M, d'abscisse x, est paralléleà une direction 
donnée de coefficient directeur msi et seulement si f (х, )=m 


1 


* Sim<0 alorsiln'existepasde tangente à (c ) parallèle à unedroite decoefficient m. 





équivautà -m. 
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; : 1 
Donc on peut déterminer des points M, d'abscissex, = EE 
m 


avec m)0, de la courbe (с ) où la tangenteest parallèle à une 


directeur donnée de coefficient directeur m. 


d) La tangente T en M, d'abscisse x, à (£) passe par a(o, : i cela 





St 1 
signifie que— = x0. fx < Jx, 71ox,-l. 
2 2 = 2 0 0 0 


TC 13; 
Doncilexiste une seule tangente passant par A | 0, : d'équation: 


y 2 CR 
h - - h SS Е -h 
3) p jg £61) 809) шшш) ырын 


_ i LST MS), ve 8(x-h)-8(x). 


h20 h h0 -h 
En posant t —-h; jg, ECHEC) y Sei, mette) g(x) g'(x). 


lim 


g(x Hel) -g(x) 


Org est dérivable en tout point de IR ` donclim? 


— )-а п) -2g(x). 


Donclim 
h—0 


b) Ona f (x) Эр est dérivablesur IR; c IR" donc d'après 3) a) ona: 
x 

бы 5255 рау, 

h—0 h 

x+h x-h 


jas f (x+h)-fx-h) im үхэв, x-h 


һ—›0 h h—0 
se (x-*h)4Jx-h-(x-h)Jx-h _ mEt (x-h)yx+h 
В-д шан =lim hx -h2 
1 . x+h)/x-h -(x-h)4x*h ` 
=2{'(х\=——. NESE JN AU ^ Sa 
f (x) 2 Donc lim Ë Жаси " E 
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Fonctions dérivées 


k-50 k-50 
1) f ())=1+1+1P +...4+1 = Уу 1 = X> 1=51. 
k=0 ` 


k=0 
2) a) Pour donner une autre expression de f, il suffit de voir f comme la 
somme de 51 premiers termes d'une suite géométrique de premier terme 


Solutions 








k=50 : 1-x°! 
de raison x ; soit f (x)= > xE É (x #1) 
k=0 1-x 
1-2” 50 
b) Pour x =2 on a : f (2)= T 5 “Soit S, => 2*=2°*-1. 
i k=0 


3) a) Le dérivée d'une somme est égale à la somme des dérivées, soit 
pour f : 


f'(x)-0--L-2x 3x? ^... 50x? On adoncf'(1}=1+2+3+...+50. 

Ce quicorrespondà la somme des 50 premiersentiers, soit de50 

premiers termes de la suite arithmétique de raison 1 et de premier 
n(n+l 

terme 1 : p 360, so d'où f'(1)=1275. 

b) Pour déterminer f '(x)à partir de l'expression 2, il suffit d'écrire : 


гу?! -51 50 ЇЕ Е 1- 51 -1 
r(x)=! x eee CIC) 

1-х 0-5) 

(1-x)' (Ai | 


50 
En particulier pour la sommeS, = >` 257 
kel 


50x27 -51x2? +1 

(0 Q3 

Et finalement : 1+2.2+3.22 +4.2? +...+50.2® =f '(2)=2*.49+1. 
1) Df, (х)-18--(2). 


lim (x +m(2+x))=4+4m et lim 2-x=0 ; trois cas sont possibles: 
x—2 x22 





D'autre part, ona :f (2) -50x2? -51x2? +1 





1° cas: 4+4m)0 <> m)-1 donc lim f, (х) = -o. 
x22 


2” сав: 4+4m(0 < m(-1donc lim f (x) 7 +>. 


m 
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х^-х-2 





` 3 саз: 4А+4т=0 c m =-1 donc lim f, (x)= lim 
x22* x2' 2-х 
х-2)(х+1 
lim аа lim -х-1=-3. 
x2* 2-x x22 
2). ( x) est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur son 
domaine, donc pour tout x e IR - {2} ‚опа: 


Ч FA da) ue +ш(2+х) Ai "intim 


GI (2-х) 


-x2+4x, +4m 
3) f' (x E50 o 
Nies 


[2-4-x,)] (-2+х,)? 
_ -x +4х +4m 


=— о (x,).doncles tangentesà &„ en M, eten N, 
(2-x,) 
D'abscisses respectifs x, et 4-x, sont parallèles. 


4) La tangente à¢ au pointd'abscisse (-2),a pour coefficient directeur le réel 
8 m AU p p 








-4-8+ 
со que;f'(-2)=- équivaut 3-9 4m... 1 
2 2 (2-2) 2 
ouencore 4m -12—-8soit m1. 
5 
) x —00 -2 +оо 
RSE. 
22222 T 
2-x 
? +x+2 
Donc g(x) = 4 X XU j 2<x<0 
2-x 
XNX . 
„шее 81 520 





a) Continuité de g en 0 : 


=1. 





x->0* 


e 


e lim g(x)- lim an. 
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2 
x *x*2 
+ li -lim| — “ “ |= -1 
ime) tm [572 eres) el) 
Donc g est continue en 0 pour tout a e IR. 
Dérivabilité de g en 0: 


xvx 














0 1 хадаг Ï 
- š + 
vli g(x)-g( 11 g(x) "€ x 
x->0* x-0 x->0" x x->0* x 
: X | 
=l =a=g ', (0). 
x? +x+2 
-8(0 х)-1 2 i 
5 im 04:50) _ rg sf ) + ANE _ 
x20 x-0 x0 Хх x30 X 


тш g ',(0). 


x20 2-х 
Donc g est dérivable en 0 si et seulement si g ', (0)=g ' (0) équivautäa=1. 


* Dérivabilité de g en 22 : 


x'-x-2 , 
i qu сек e. 
x(2) x+2 x(2) Ski 
79 x'-x-2-2*x 0, os 2)(x+2) _ ,_ =g'.(-2). 
ey (x+2)(2-x) х a (x+2)(2-x) 
болн g(x ) g(2)_ MER x! +х+2-2+х 
x2!  x-*2 x = (x*2)(2-x) 


x(x+2) "ERE 2). 


TAG (2-x)(x+2 
g',(-2)#g ', (-2) donc gn'est pas dérivableen -2. 


-2 ii ; . 
est la restriction d'une fonction 





с) * Sixe]-o,-2];g(x)= 


rationnelle 
donc elleest dérivablesur IR -{2} donc g l'est sur La | -2| ;etona 


(к) (к) 22468-4 


GA 
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2+x+ 
*Sixe]-2,0[;g(x) S тА fonction rationnelle qui 
2-x 


est dérivable sur IR - {2} en particulier sur |-2 ,0] ;etona: 


AOC ES 


1+x? ` 





* Sixe]0,+œ[;g(x)=ax+1- 
x H> ax +1est dérivable sur IR en particulier sur ]o , +] . 


х» XV x est dérivablesur IR, en particulier (0, +]. 


est dérivable sur IR en particulier sur IR; ; 





Xp : 
1+x? 


x/x =... š 
; est dérivable sur IR, ; 
1+х 


(xJx)'(1ex*)-2x (x) 
Dal 
X 2 2 3x 2 2 
jk es Lisi саг ) 2x* x 
(x) (re) 
AG») 


2(1-х7) | 





Doncx ах +1- 
etona:g'(x)=a- 


g 


=4- 
=а - 


NY) f estunefonction rationnelle donc elle est 
dérivable sur son domaine de définition, par suite elle est dérivable sur 
IR-{1};etona pour toutx ef -{1}; 


(2х +4)(х-1)-(х°* +4х +3) _ x?-2x-7 
(x1 GU ` 
b) A:y=f'(0)(x-0)+f(0)orf' (0)=-7 etf (0)=-3d'oü A:y=-7x -3 


est l'équation dela tangente à Z, au point d'abscisse 0. 


f'(x)= 
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Fonctions dérivées Solutions 


c) Soit T:y=f'(x,)(x-x,)+f(x, )équation de la 
tangente à Ç, au point M, d'abscissex,. 
La droite (T) est perpendiculaireà (^) sietseulement si: 


2 
Txt (x) I= 0équivautà f (x,)=7onencore 2 o 
Ae 


soit 7x2 -14x, -49- (x, -1)' équivaut à3x2-6x,-25=0; 
or le déterminant réduit est 84 > 0 


Donc lespoints de Z, où la tangente est perpendiculaire à (^) sont 


les points M ' et M", d'abscisse respectifs: 
._3-2V21  . 382421 
dignes ss: etx, ————-. 


0 0 
d) Soitl'équation (T) „l'équation dela tangente à Z, en un point M, 
quelconque d'abscisse x,. 
A (L,a)e(T)signifiea- f (x, )(1-x, )* f (x, )équivautà 


х, +4x, +3 


: | 
= ЕЕ WË pour tout x e IR Ju 


2 X 

(x, -1) X, -1 
_ Xo +2X,+7+x; +H4x,+3 6x, +10 
x, -1 xQ -1 ` 


Donc A (1 ,a) n'appartient à aucune tangente à É ç ; 





ышы, ауес x, #1. 
Х,- 
2) (р):у=\/2 (х-1) +6. 
y=V2(x-1)+6 


а) SoitM(x,y)eDn6; signifique 


y=f(x) 
2 +4x+ 
équivautà V2 (x -1) «62 TS jou encore V2(x —1) +6(x - 1) = х2+ 4x +3 
Х- 


soit (J2-1)x* *2(1-/2)x--42 -9-0. 
^ -(1-/2) -(2-1)(V2-9)-8/2-850. 
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Fonctions dérivées Solutions 








Donc l'équation admet deux racines distincts x'et x"et par suite la 
droite (D) coupe LC Ё ) en 2points distincts M'et M" d'abscisses - 
respectifs x 'et x". 

b) * x'etx" sont les solutions de l'équation 


(2-1)? +2(1-/2)х+\2-9=0 


doncS=x'+x "=-—=————-=2. 
a 2: 


* Lestangentesà £, en M et M` sont parallèles si et seulement si : 
f"(x')=f'(x") 

d 1 
Ona:f(x) - 229-7, 

(1) 
_(2-х') -2(2-x)-7 

(2-x'-1) 
x -4x'+4-4+2x'-7 x^-2x-7 _ 2,2 4 
R= S n: 
(х) Eë 

Donc les tangentes à Z, en M' et M" sont parallèles. 


x^ +4|x|+3 
3) Wa 


f'(z")=f'(2-x") car x'+ x"=2 


a)* D, -[x€IR telque|x|-120]; 

x|-1=0— |x|=1 < х=1 oux--1 donc D, =IR-{-1,1}. 

* Dérivabilité de h en 0. 

Il est nécessaire d'étudier la dérivabilité de h à droite et à gauche en 0. 
+ Si x 0" ;alors|x| 7 x etparsuiteh (x) f (x) or d'après 1) а); 


f est dérivable sur IR - (1), en particulier en 0 donch , (0) (0)=-7. 











x'-4x*3 4 
° Si x20 alors|x|=-x etparsuite Бас эс аха 22 
x20 x-0 x20 x 
2 2 : 
- lim -4х+3-3х-3 ,. х-7х |. x(x-7) -7-h' (0) 
x0 -х(х+1) хәб” -x(x+1) x20 -х(х+1) 5 


h' , (0)zh', (0) donc n'est pasdérivableen 0. 
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f(x) sixz0 
b) h(x)»4 x?-4x «3 
Эс 
* Six) 0, h(x)- f (x)est dérivablesur IR - (1) , en particulier sur: 
]0,+ œ| —{1}. 


2 
: х" -4х+3 : 
*Six(0,x > — TRA estunefonctionrationnelledonc elle est 
-X - 


six <0 


dérivablesur IR 41 en particulier sur La ; o[ -{-1} d'ou h est 
dérivable sur |-oo,0[-(-1] 
* D'aprés3)a), h n'est pas dérivable en 0. 
Donch est dérivable sur IR - (4 ,0, 1} ;etona: 
x^ -2x-7 


GA 


e Pour tout xe]o, *e[-(1; n (x)- f'(x)- 





e Pour tout хє]-©,0[-{-1}; 
"o CO шш -4х+3 Ai е | 
(xD (s+) 

c) Soit T:y -h '(x,)(x-x, )*h(x, ),l'équation dela tangenteà 6, au 
point M, d'abscisse x, et soit D, la droite d'équation y=-x ; 
D||Tsietseulementsih (x, )5-1. 

Xó -2X,-7 _ 

Go) = 


<> x? -2х,-7=-(х,-1) © х2-2х,-3-0 doncx, =-loux, =3. 


Sixe]0,+o[\{1};h'(x,)=-1 < 


Donc les tangente T, et T, à 6 „ aux points M, et M, d'abscisses 
respectifs x, =-letx, =3 sont parallèle à la droite D,. 

_x?-2x-7 

К 

sur cet intervalle, le signe de h'(x)estcelui du numérateur : x^ -2x -7 


or х^-2х-7=0 ex =1-2./2 etx =1+ 2.2. 


d) * Sixe]0,+oo[-{1};h'(x) 
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х |0 1 1+2/2 +оо 





-x° -2x +7 


Ge 


de h(x) est celui du némérateur -x° -2x +7 or A7 -2x ^ 7-0 


< x'=2V2 -1 et x"= B 


* Si xe]-, 0[ -{1} ,80)- ; sur cet intervalle, lesigne 









—00 242-1 


NY f(x)=x*-x+3 six2l 


f(x) = 25-5 51х (1 
х-2 





1) a) * Continuité de f en x, =1. 
. 1 =] 2 + = = 
lim f(x) lim (x x+3)=3=f (1). 
2|х|-5 -3 
, lim f(x)» lim ———-—- 
xr x-2 -l 
° lim х) = lim f(x) = (1) donc f est continue en x, =1. 
кә x—1° 


* Dérivabilité de f en x,- 1. 








2 GC > -1 
jn О o. Le ie E 
хэ x-1 x21 x-1 x lim V x-1 
2|х|-5 
. Ven EH) ven Х-2 _ um 2x-5-3x *6 
xor  x-] xr  x-l хиаг (x-2)(x-1) 
-(x -1) 


d T (х-2)(х -1) 


* Continuité de f en x, -0. 


=1=f' Sekt etf', (1)=f ' „(= 1 donc f est dérivableen 1. 
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| . 2|x|-5 5 | 
0€ |-»,1[ donc lim f(x) -lim 7 =7 =f(0) donc f estcontinue en 0 
x x Х- 
* Dérivabilité de f en 0 : 
2x-5 5 
2 5 -10-5х + 
qus TO) | х-2 2 e 4x-10-5x +10 
x20 x-0 x0* X x20* 2 (x `= 2) X 
= lim — —— — -l-r(0). 
x 2X (x-2) 4 
-2x-5 5 
f -£(0 E -10-5x + 
ne (x) EUREN x-2 2, -4х-10-5х410 
x20 x-0 x20 X x30 2x (x - 2) 


| -9х ОУ, 
OX 4 ,(0). 
ї', (0) £', (0) donc f n'est pas dérivable en 0. 
b) La courbe E admet une tangente A au point d'abscisse 1 car f est 
dérivable d'où A:y =f (1) (x -1)- f (1) or f (1) =1 et f(1)=3. 
Donc A:y ^x +2 est l'équation de la tangente à ё, au point A d'abcissel. 


x'-x*3 si xe[l,+o 
2x-5 





2) a) f(x) si xe[0,1[ 


2 51 x€]-,0] 





* Si xe]l,+o[; f(x)=x?-x+3 est la restruction d'une fonction 
polynôme quiest dérivablesur IR donc f l'est sur D ; "el А 


2х 
Х- 


estla restruction d'une une fonction rationnelle, 





* Si xe]0,1[;fx)= 


qui est dérivablesur IR -{2},donc fl'est sur (0,1. 





* Si xe]-»,0[; x)= T estla restruction d'une fonction rationnelle, qui est 
x - 
dérivablesur IR - { 2} donc f l'est sur |> А o[ : 
* Calcul de la fonction dérivée f (х). 
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* Sixe]1, +of;f'(x)=2x-1. 
2(х-2)-(2х-5) 1 

2) (x-2)” 
2х(-2)(-5)х1 1 _ 

(x-2)' (х-2)* 
Ы Шал ун EEE) E 

(x-2 (62) 
b) A:y=x +2 esttangenteà Ç en un autre point B d'abscisse x, 
signifie quef (х,)=1. 





* Sixe ]0,1[; f '(x)= 


où on utilise f '(x)= 


* Six e ]1,+—>|[; f (x,)*1 < 2х„-1=1 <> x, 71 c'est l'abscisse 


du point A. 


* Six, e]o.1[; f'x,)=1 e ——у=1‹=(х,-2)'=1 
(х,-2) 
Sx. -2=1 ou x,-2--1 M ou x, =1 (abscissede A) 
* Six, e]-o,0[;f 6) eL xd (4521 
Xo- 
€»x,-2-3 ou x,-2=-3 © x, 75e]-»,0[ ou x, =-1e ke, 0[ 
Donc A est tangente à ë en un autre point B (4 : 1). 
3) a) • Soit T, l'équation dela tangente à ë au point M d'abscissea>1. 

T.:y=f'(a)(x-a)+f (a); a>1 donc f '(a)=2a-1 

etf (a) a" -a+3 d'où Т,:у=(20-1)(х-а)+а? -0+3. 
Par suite T, :y 2 (2a-1)x -o? +3. 


* Soit T', l'équation dela tangente à бай point N d'abscisse E : 


розету (244182) 
а a a 


а «1 donc Ора suitet (1) ——- 
Q a 
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Fonctions dérivées 


—-5a 2 
et (1) a= 23 gent a S E |+ 20 
a 1, 1-2a (1-22) aj 1-2a 
o? 10a? -10a+2 
2 x+ 2 
(1-2a) (1-2a) 


b) A (1 : 3) .Soit M (x ; y) € (OA) signifie que OM et OA sont colinéaires 


Solutions 








par suite T' :y = 


х 1 
signifie que 3 =0 d'où (OA) :3x-y=0 ou encore (OA): y=3x. 
y 








* T, est parallèle à (ОА) si et seulement si 24-1=3 d'où a = 2. 
* Soit T, et T', respectivement les droites T, et T', aveca = 2; 


donc Т,:у =3х-1 ; T: уншаад, 


9 
y=3x-1 
Soit H(x,y)eT, NT, signifieque{ 4 22 
9 9 


équivaut à а ou encore 27 х-9= 4х +22; 


d'où „a 2 et par suite y= заслыг d'où H . . 
23 23 23 23 23 





4) * Sixe]0,1[; f Fe 5 est la restruction d'une fonction 
x - 


rationnelle quiestdérivablesur IR - í 2) „donc f l'est sur ]o ` 1[ par suite f est 


deux fois dérivable sur lo у Ї. 


* Sixell,+o[; f'(x)=2x-1 est la restruction d'une fonction 
polynóme qui estdérivablesur IR donc f l'est sur |1, +оо[ et parsuite f deux fois 
dérivable sur j : Keel d'où f est deux fois dérivablesur ]o ; зо \ {1} Я 

* dérivabilitédela fonction f 'à droite en 0. 

E 
x (s): f! aOR (27 4-1 хх) cun. 

m Tn x x>" Ax (x- 2y 4 
Donc f 'est dérivableà droite en Oet par suite f est deux fois dérivable à droite en 0 
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Dérivabilité de la fonction f' en 1: 
X- 


xol x1 x-] xl x-] 
ыи 
шиш). ә 
xor x-1 xoc x-1 
Sp S tia) Re 


m 
r(x-)(x-2) vi (x-2) 

f",(1)=f", (1)doncf 'estdérivable en1 etparsuite f est deux fois 

dérivableen1. 

Conclusion :On a f est deux fois dérivablesur ]o я +co[ Ч 1} etf est deux 

fois dérivable à droiteen Оеѓеп 1; donc f est deux fois dérivablesur 


[0,+co[ etona : 











G3Y] (z-2° (62) 
* Pour tout sel! el. £"(x) - (2x -1) 72. 
Sens de variation — Extrema 


N D, ={xeIR tel que x (x?-x-2) 0} U {2} 


х(х?-х-2)=0 <> x=0 ой х?-х-2=0. 
x'-x-2-0«»x--1 où х= 2. D'où D,=IR JA. 
1) * x'-2x 0e x(x-2)=0< x=0 où x=2. 


«rour tou хел") 1 | 263. -2 





Continuité de f en 2 : 

2 
Va PO) bn жш. ope Pul 
x2* DÉEN x(x -x-2) x22* х(х-2)(х+1) x32! x] 3. 
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24 
хә?” x22" m -X- 2) x22 x(x-2)(x+1) xr X+] 3 


lim f(x) + lim f(x) dont f n'est pas continue en 2 par 
х-»2" х-»27 
suite ellen'est pas dérivable en 2. 
3) * Sixe]- œ, o[u ]2,+ Ç \ {-1}. 
* ona: f(x) = AE: est une fonction rationnelle dont dérivable sur : 
x 


-1 
Geif ` 





Le o[ рл) et on a:f (x)= 
* Si xe 10, 2: on a f (x) = > est une fonction rationnelle dent 
x 


>0. 





dérivable sur |0,2[ et on a pour tout x€ ]0,2[; Cer a ` y 
x 


X -00 -1 0 2 +00 





04 22-03 Jim get: lim эш 
X x x+] xo(-) x+] 


: 1 
lim #(х)= lim —= + œ, 
x—(-1)° хэ), x+] 


lim f(x)» lim —=1 ; lim f(x)- lim E 
x20 x20 x+] xti 


С) 20, 


X400 x x + 


VA Faux car f(1) =š. 


b) Vrai car f' s'annule en x = -2 et change de signe. 
c) Faux car Ё! (x) < 0 sur ]1, + <|. 
d) Vrai : un maximum en 2 et un minimum en -2. 
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Fonctions dérivées Solutions 


3 
+ 
Ç 1) f (x) = Á = est une fonction rationnelle donc elle est dérivable 
X 
sur son domaine IR et on a : 


p 9) ëss), ve. QU-3Y 


(x?+1)? (x?+1)? (x?+1)? 








D'oü a =3. 
2) a) Equation de la tangente à la courbe au point d'abscisse o : 
y = 9(x-0) + 0 soit y = 9x. 
b) g (x) = f (x) -9x d’où g'(x) = Р (x) -9 et par suite g " (x) = f" (x). 
2 u 2 2 x 2 +1) 2 T 
c) * Fa) = | (x3) El x? -3 [eue Is ын 


(х?+1)° x^ (x2+1)? 


x?-3 8x 
=2 —— | —— |, 
x*+1 JU (x? +1)2 
sur GÉIE Уз]; х? -3«0 donc le signe de f " est celui de (-x) 


* onag" (x) 2 f" (x) donc le signe de g " est celui de f ". 
Donc si x < 0; g"» 0 et par suite la fonction g ' est strictement 


croissante sur |-45 ,0 ] 





Six>0;g” <0 etpar suite la fonction g ' est strictement 
décroissante sur Lo, 3 ] 
* La fonction g ' a donc un maximum en 0: 


g' (0) = f ' (0) -9=9-9=0 donc g' est négative puisque son 
maximum est O. 


Donc la fonction g est décroissante sur |-43 3 | š 


* Comme g (0) = f (0) -0=0, la fonction g est positive pour x < 0 
et négative pour x > 0. 





* Position de la courbe С, par rapport à la tangente f (x) — 9 x = g (x). 
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ИШЕ 700 E uu. EECH 





TECE j 


Position C, est au dessus C, est au dessous 


De la courbe G, | dela tangente De la tangente 
Par rapport à 
La tangente 


coincident 


Ч 1) * A (1, 0) € G, signifie que f (1) 40. 


* B(0, 1)є G, signifie que f (0) = 1. 
Res n 
e 


donc b= -1-a. 
f (0)=1 c-1 
2) f (x) = ax? (І+а) x41. 
d'autre part f'(x) 2 2ax -1-a. 
1+a 


f ' (x) s’annule et change de signe en x = E 
a 
+ -(1+а)? 
Donc les coordonnées de l'extremum sont х = гн et; XM 
a a 


+ -(1+а)? Я 
3) a) soit E = (M(x, у) telque х= et Í 28019. avec ae IR } 
a 


a 
l’ensemble des points associés à ces extremums : 
1+a lta 
х=— X—— 

2a 2a 
2 = 2 
4a-(1+a) (1+a) 
ye Fl 
4a 4a 


M(x,y) e E > 


1+а 
x=— — I I+a=2ax<—a= 


2a 2x-1 
2.2 2 


-]-ax?-]- 











donc y = І - Р 
4 2х-1 


2 





donc l'ensemble Е = {М(х,у) tel que y-1- - x 1. 
X- 


2 





х 
b) soit g (x) = 1- . 
) soit g (X) PE 


2 
-X . : Z=: 
X > —— est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur son 
Х- 
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domaine IR - ( n } et par suite x — g(x) est dérivablesur IR 42) 








2 
et on а: pour tout x EIR — (z) ; g'(x) = n 
di : 2 2 А 
1) Vrai : f(x) = жш; et TT (x) -- — +1 d’où f' (1) = -1. 
x 
(4х +1)' 4 1 
2) Faux : f(x = \/4х +1 alors (х) = =— рь 
_ ын 24/4x+1 24/4x+1 2,/4х+1 
1 
l 1-х) 12 x 
3) Faux : f(x) = alors f (x) 7» ———— -—-——— 
me 24x ын 2 (Vx)? 2» X 








Бог 


4) Faux : contre = f(x) =5 dérivable sur IR et f est constante. 
5) Vrai : d'après le théorème de cours. 


1 1 
6) Faux : contre exemple : f(x) 2—— 70 et f' ss“ alors f 
g Be ( 2x x. 


est décroissante. 


V е ep m 
x^ x3 

1) fest une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur IR et on a : 

f'G)- а(х? +х+3) - (2x+1)(ax+b) ax'taxi3a-2ax" -2bx-ax-b 
(х?2+х+3)? Qc x3) 

_ -ax*-2bx+3a-b 

Rtx 
2) f admet un extremum égal à 1 en xo = 0 signifie que : 
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Fonctions dérivées Solutions 


3a-b 


' = —=0 == 
( (0)-0 "a, E 
f(0)=1 E b-3 
3 





T 
3) Poura=1;b=3 опа: f (x) = 2 : 
x e ag 
-x° -6x ; 
f '(x) = ——DF Ї(х)=0‹= x -6x-0 <> x-0 ou x 7-6. 
(x*+x+3) 





x 
o 


lim 229 0. 


Х-э оо +œ x? er Ad ox -0 X xX—-% X 


* lim f (x)= lim — = lim L * lim f (х)= 1 lim 


4) EIER ; ACL f(-1) or f (-1) = = donc A(-1, 2) 


la tangente à C, en A est: у = E oü encore у= 
5)azl;becIR. 
xtb -x° -2bx+3-b 


burro Ae 


f'(x)=0 < -x2-2bx+3-b=0 or A'=b?+3-b=b?-b+3. 
д=1-12=-11< 0 donc b? - b+3 > 0 pour toutbe IR 


Donc f” (x) s'annule pour deux valeurs x' et x " et change de signe ; 
Donc f admet toujours deux extremums x' et x ". 


{9 1) g(x) = yx ean D, -(x€IR, tel que x >0}=IR.. 
a) x > Jx est dérivable sur IR”, et par suite x > 2x x est dérivable 
sur IR", ; xo EIS -2x-1 est une fonction polynóme donc elle est 


dérivable sur IR, en particulier sur IR, ; 
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d’où x H> р(х) est dérivable sur m : 
comme lim —— Е 80) _ ° m Ф24Х-2--2- 810) 


x—0* lim 


par suite gest se be sur IR, 





b) Pour tout x € IR; g (х)=-х+2/х+2х : -2 
24/х 


gx) x42 x “л -2=-x+3Vx 2. 
x 


g'(x)=0 e x34 x -270. on pose Vx= t donc x= t? 
donc l'équation devient : -t? +3t -2 = 0 ; 
a+b +c = 0 donct2 10ut = 2. 


Factorisons : -x+3 Vx -2 ; 
il suffit de factoriser — ? +3t -2--(t- 1)(t-2) 


d'où -x43 x 2--(x 1) x -2). 
* Ax-120 vx >1@ x>1. 
* ax-220 x 22x24. 


(x. -D(Vx -2) 


Donc 














Ух 2 1.2 21 
lim lim x° qut ЗЭ үх CSF е 
1 1 g(x)- ( x ) xis x (> Tx. = 32 


La fonction g'(x) s Ss et dus de signe en хо=1 et Хо 4 ; 
Donc la fonction g admet des extremums en ces points, et d'aprés le 
Tableau de variation de g, on a un minimum local en xo-1 et un 
Maximum absolu (-1) en xo= 4 


2) a) (Ou x° +Í x! Mx x? x ; D =IR, 
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2 
f(x)-- qute + + гаа 1 


5 ух 
| WE. 2 
di жх + Lx Kx -2х-1 


# (х) = - xs 2х-/х -2х-1- ga); 
or d’après le tableau de variation de g étudié dans la 1** question b) 
on a : g (x) «0, pour tout x € IR, puisque -1 est un maximum absolu 


pour g. ; par suite f (х) < 0 pour tout xe IR, 








lim f(x) = lim Cox ee cata) 


= lim Cla PM im eel Lil Lys 


6 5x x x! rom 6 Ska x 
b) La fonction f' x) ne s'annule pas sur IR, donc la fonction f n'admet 
pas des extremums. 
3) Soit T: у= f'(x,)(x - x,) + f(x.) équation de la tangente à la courbe б, 


en un point M, d'abscisse xo et soit A:y —- x +3 
T//^ si et seulementsi f '(x,)= - 1 ou encore 


1 
5 Xo t 2x0 0" 2x, -1= -1 
Cod Х,-2х,-0 
exc 2х2], - 2)- De x = 0 ой mx, t 2 Jx 2 0. 
On pose t =J/x, @ x =t? 
1 
- tU * 2t- 2-0 ou encore P+ 4t- 4-065 äere? 


donc il existe deux tangentes T, et T, à G, aux points M, et M> 
(d'abscisse respectifs x;=0 et х= 4) qui sont parallèles à А. 
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Solutions 


Fonctions dérivées 


f. (x) = Qm - 3)x° + 3x! 3mx + m. 
1) f(x) est une fonction polynôme donc elle est dérivable sur IR ; 


et on a pour tout xe IR: f '(x) = 3(2m-3)x° + 6x - 3m. 
f m(x) possède un seul extremum si et seulement si f' (x) s'annule et 
change de signe en un seul point et ceci n'est pas vraie que si f (x) est 


une fonctionne premier degré, par suite m = —. 
2) Ё (х) est décroissante sur IR si et seulement si f ' m(x) < O pour tout 


xe IR : 
f' (x)=0 <> 3(2m - 3x? + 6x - 3m = 0. 


A'=9+ 9m(2m - 3) -18m? - 27m + 9. 
A'<0 


£',(x) 0 si et seulement si 
2m -3«0 


(carsi A' < 0, le signe du trinóme ах? + bx + c estle signe de а) 


A'20« (2m°-3m+1)=0 d'où m=1 ou m= 





А'50 тер]. 
eme 1] 
2” 


Donc f', (x) < 0 si et seulement si 3 
| m«- 
2 


A do ers sut , : 1 
Par suite f(x) est décroissante sur IR si et seulement si me 5, 1]. 


3) a) g(x)= -x^* 3|x?- x|+ 1 
x*-x=0<> x(x-1)=0<x=0 ou x=1. 
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-х?+3х*-3х+1 si хє | ю,0| o [1,+ 
Et par suite g(x) = S i Š I. See 
-X -3x +3x+1 si x €[0,1] 
*sixe]—-o,0]u [1, +оо ; р(х)= - x' * 3x?- 3x + 1. 
g'(x) = -3x^* бх - 3= -3(x2- 2x + 1) = -3(х - 1)? x0 


X - 


L 0 1 
g'(x) : 3 
go) de E 
* Si xe[0,1]; 6) 7 - х?- 3x? * 3x +1 
g(x)- -3x?- 6x + 3 = -3(х?+ 2x - 1) 











р(х) 0e x'^-2x-120;A'-2 


x'--1- J2 et x'--d + V2 





lim g(x} lim — х? = +оо et lim g(x)- lim — x° = —o 
X—-o0 Х-»-00 X40 X06 


, Ё 34 3x2_ 
c) lim 8007-8200). lim x +3х - jx _ lim (-x? +3x- 3) = E Bam 
x20 X x0 X x20 
3 2 
3 =X = + 
lim 2%) - 8(0) _ lim XL 3x + 3x _ lim (x?- 3х +3) =3 = g,(0) 
x->0* X x—0* X x—0* 


g', (0) = g, (0) alors g n'est pas dérivable en O, donc le point I (0,1) 


est un point anguleux de la courbe de g et les vecteurs des demi* 
sow = {1 
tangentes sont: d | et Ua a . 
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u 2 3 24 3 3 _ 
* lim g(x) &D 14 X + 3x Le x t 3x(x - 1) 





x—1° x-1 x31 x-1l x3 Y х-1 
5 2-х41) + - 
= lim CQ LEE ЭЭ IX D c lig oy 1+3x=0=8g,(1) 
xl e xor 
- X-3x^ 3x + - x3+ I 
*lim g(x) 20) _ tim X -3x +3x + 1 -limt x t 3x(1- x) 
xr x-1 xor х-1 хә x-1 
5 2-х-1) + 5 | 
= Ü £90 117) E IKI im x- x-1-3x=6=8g,(1) 
хә Х- xr 


g, (1) = g, (1) alors g n'est pas dérivable en 1, donc le point J(1,0) 


est un point anguleux de la courbe de g et les vecteurs des demi 


eu T - (1 
tangentes sont: «| À et Va H 


2 1) f(x) = ax? + bx + c, une polynóme donc dérivable sur IR ; 
f'(x) ax +b 


* f admet un extremum en X, = alors f '( D = 0 


* C, passe par A (1,1) signifie que f (1)=1. 
* C, admet en A (1,1) une tangente parallèle à 
A:y=x +1 f '(1)=1 


ri |2axl+b=0 
2 2 


a+b=0 0) 
d'où <f(1l)=1 <<da+b+c=1<<;2a+b=1 (2) 
f (1) =1 2a+b=1 a+b+c=1 


(1)-(2) donne -a = -1 & a =1 or a +b = 0 donc b = -1 
a +b +c = 1 donne c = 1 d’où f(x) = x! =x + L. 


2) a) g(x)= >> ; D,={x € IR tel que x^- x + 120) 
x -x-1 


x!'-x 4120; A=1-4=-3<0 donc D, - IR 
La fonction g est rationnelle donc elle est dérivable sur D, = IR et on 
х?-х+ 15(2х - 1)х 1-x 
G x41? (к2-х+ 1) 
Le signe de g(x) est le mëme que celui de 1-x?. 
1-x*=0 équivaut à x = ] oux = -1 
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а: Pour tout x IR ; g'(x)- 


Fonctions dérivées Solutions 








xX—— 


lim g(x)= lim 2-1 = hm g(x) et g (-1) =- i et g (1) «1. 
x—— X x0 


D'aprés le tableau de variation de g on а: 1 est un maximum absolue 


1 2 : 
Et E est un minimum absolu pour la fonction g. 


Donc pour tout x € IR ; E < р(х) <] 














+ 

ыг Popes 
n 

DR 1 еы Ёл 
n+l ntl n+1 

+ +2 
donc 2 ec? = sont deux réels є 40 
Ond su cde эн l ep 

п+1 n n+1 n 


n+2 n+l 
< 
n+1 


n 
ae 
п+ 1 n 
2 
Vi EE :0,-18-0) 


x-1 
f est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur son domaine 
IR - (1) et on a pour tout x € IR — (1) ; 
ү! e= Lx me - 1)-(x^*mx-3) x'-2x-m-*3 
ë (x - 1)” (x - 1) 
2) fm admet un extremum en 2 si et seulement si f' m(x) s'annule et 








or g est strictement décroissante sur |, +co[ 
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Solutions 
change de signe en 2. 
-4-m+ 
f 5m Am 
(2-1) 
f'(2)=0Sm=3 
x*- 2x 2 
pour ncs куш ; f ';(@)=-0 Ox -2x= 0<@ x=0 ou x=2 
y X- 





0 


Donc f '&(x) s'annule et change de signe en 2, par suite fm admet un 
extremum en 2 pour m = 3 


3) fm n'admet pas d'extremum si et seulement si f' (x) ne s'annule pas 
ou f ' (x) s'annule et ne change pas de signe. 
f'.(x)20 © x?-2x - m* 320 avec x 1 
A'=]+m-3=m-2 ; 





* f ' (x) ne s'annule pas si et seulement si A'<0 ; 
or A'<0 me |-, 2[. 


f' (х) s'annule et ne change pas de signe si et seulement si А'=0 
or A'=0<>m=2. 


Conclusion : fm n'admet pas d'extremum si et seulement si m e La 2] d 


х?+3х-3 


4) a) Boer rs ;Df,= IR - (1j 
2 
pr | E, etf (x)=0&x=0 ойх-2 
(x - 1) 
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Fonctions dérivées Solutions 


3 13 

b) A:y=—x+ = 
) A: y 4 ES 
Soit T: y = Ё',(х,)(х-х,) + f(x,) équation de la tangente à 2, a 
Point Мо d'abscisse xo. 
3 xi-2X, 3 j i 
AIT © Ё(х„) => Ü> 7 => <> 4x,- 8x,—7 3x;- 6x,+3 
4 (-1) 4 


€»xj-2x,-3-2 0€ x,7-10u x,=3. 





Les points de Z, où la tangente T est parallèle à A sont M; et M; 
d'abscisse respectifs x, = -1 et x; =3. 


Ona Т:у= f -D(x- 1) f-D; f(-1) = 


N | ta 


13 
4 





Donc y = E Di ou encore y SE E x+ 
4 2 4 42 
D'où A =T,. 
Donc A est tangente à Z, au point M, CLS 
5)Ona: 





х(х+3)-3 3 
Dee ee? 
хә(-3)* x+3 x->(=3)* x +3 
2i 4x*+12x-12-3x +3 _ lim 4x*+9x - 9 


im eege 
va 4(x- 22 G9 4(x - D(x + 3) 


Ик + 3-2) 4x-3 _15 
= lim — — A lim — == g, 3 
xs) 4(x - ШЕТ "eta 4(x-1) 16 

x(-x -3) -3 3 
* lim БО) - gC3) _ lim — %-1 4 
хэ x+3 x) x +3 
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Fonctions dérivées Solutions 





= 4x?-12x-12-3x+3 =. -4"-15-9 
= lim = lim = => 
x) 4(х - 1)(х +3) x2C3* 4(x - D(x + 3) 


-A(x + 3)(х + 3, 
. 4 H, 
= lim =— = g' (-3) 
cy 4(x-1)x+3) 16 ° 
£4(-3) + в", C3) donc g n'est pas dérivableen (-3) 





х3--3х-3 
x-1 
-x° -3x-3 


х-1 


six > -3 


b) р(х) = 
si x < -3 


?+3x - J } 
*Si xz-3; х) So - 22 f, (x) est la restriction d'une fonction 
x - 


rationnelle qui est dérivable sur IR-(1) donc g l'est sur |-3, +] VI 
А I х?-2х 
et on a : pour tout x € [-3. +| \ ; р(х) =f '; (х) Rem 
x - 


et d'aprés 4) a) , ona: 





2 
1 -X"-3x - 3 1 . 
Яїхє|-о,-3| ; s "K" est une fonction rationnelle, donc 
X - 


elle est dérivable sur IR-{1}, en particulier sur ]- oo, -3] et on а: 


pour tout x € ]-«,-3]. 
C2x-3)(x-1)-Cx/-3x-3) x *2x*6 








(х= 
go) (x - 1)? (x - 1)° 
gx)20c -x-2x *6-20; 27; x 2-1 A7» -30u х"-1-4/7»-3 
X -0 -3 
g'(x) ` 


D'où le tableau de variation de g. 
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Fonctions dérivées 














Solutions 
D - œ -3 0 + 00 
g'(x) - + | - - + 
g(x) | +% 3 +оо dee 
4 Б 7 


N, f (x)= 4x - x 


а) D,2IR.f (x) =-2x +4 ; fx) =0 < x =2 
x 


- 00 2 + œ 
f'(x) + A = 
4 
Bo | 28 iL 
- co - œ 


lim f(x) = lim (x^). 











lim f (x) = lim (x^) =; 
f(2)= 4 et Hü 
f(x)» 0 < x(4 -x)=0 
€» x= 0 ou x=4. 
b)D'aprés le tableau des 
variations, le maximum atteint 


par la fonction f 
est en x = 2 donc A(244). 





c) soit T: y = f (x,)(x - x,) + f(x,) équation de la tangente à la courbe C 
en point M, d'abscisse xo. 
1(0,1) e T signifie que 1=f (х,)(0-х,)+{х,) 
D'où (-2xo + 4) (x,) + 4x,-x2?71 ou encore x? =1 
Xx,7loux,-—1 
T: y=f '(1)(x-1)+f(1) d'où Ti: у=2х+1 
Т,: у= '(-1)(x+1)+f(-1) d'où Т,: y=6x+1 
2) а) Ona: М(х ‚х)) ; M'(x,0) ; soit N'(x,,, Y, ),N'— S, ОМ) 
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Fonctions dérivées Solutions 


donc A est le médiatrice du segment [M'N'], par suite : 
soit J=M' * N' donc J(2,0) 
Xy Xy 


2 Ес Ху-4-х 
donc e donc N'(4 -x ,0) 
Ym T Ум =0 N 


2 
on a : M(x ,4x - x?) ;M'(x,0) et N'(4-x,0) 
soit s(x) l'aire du triangle MNN'M'. 


S (x) ZMM' xM'N' or MM'-(x - x) +(4x - x??? =|4x - x2| 


Or x e [0,2] donc 4x - x^» Ораг suite MM'=4x-x? 


MN-(4 - x - x + 0 =|4 -2x| 24-2x 

D'oü S(x) = (4x - x?) x (4 - 2x) 

=16х - 8x?- 4x*+ 2x  - 2x? - 12x^ * 16x 

b) s(x) est une fonction polynóme donc elle est dérivable sur IR et on 
pour tout x € IR ; s'(x) = 6x?^- 24x + 16 

s(x) = 0 © 3х?- 12x - 8 = 0. 


= 36 - 24 = 12;x' -623 et x" кы, 





Donc d’après le tableau de variation s(x) admet un maximum pour : 
26-24) 


3 





1) A (0, x+3) ; В(х-1,0) et C (-x+2,0). 
On constate que À € (0,5) et Bet Ce (0,040 OA est la hauteur du 
Triangle ABC et BC sa base, donc si f(x) est l'aire du triangle ABC 
OAxBC _ |x+3/.|2x-3| 


lors f (x) = 
alors f (x) 5 : 
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Fonctions dérivées Solutions 
3 9. 3 
x*+—x-— six € ]-.-3]u| но 
2. 2 2 


-x? SE six e ESI 
2 12 2 


2) f est une fonction polynóme définie, continue et dérivable sur chacune 
de ces intervalles et sa fonction dérivée est : 


D'oü f (x) = 


2x+3. si X € ]-оо,-3] UÈ +e 


f '(x)= : 
: um 51 кез 
Э Ө E" 3_9 
or f', (-3)=-2 (-3) - SC ak 203)-2 ^ 
FAE ,(2-2(2)-3--2 


2 22 2 2 2 2 





3) a) * Ta: yz f'C3)(x +3) + f(-3) ; f(-3) =0 
f' СЄЗ) = £', (-3), donc f n'est pas dérivableen x = 3d'équations: 
T4: y = f'y (-3)(x+3)+f(-3) et T' 5: y=f',(-3)(x+3)+f(-3). 


9 27 9 27 
D'où T,: y=—x+—avecx>-3et Т',: yz- x-—. avec x < -3 
Tom EE 2 
-— 223 , 22 3 
Ї C) z f © ео: n'est pas dérivable en 27 la courbe ¢ 


š а 
admet deux demi-tangentes en x Е 


3 3 3 3 3 3 
T.: y=f '(=)(x-=)+f(=) ет": y=f' (—)(x-—)+f(— 
т «GX 5) (5) сан 5625 2) 2) 
9 27 3 9 27 3 

d'où T,: y2—x-— avecx>— et T',: y--—xt——avecx <= 
25:05 2 SC д 2 


b) D'aprés le tableau de variations étudié dans la 2ётё question, f 
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is 3 
admet deux minimums absolus en x = -3 et x= 2 


Or d’après 3) а), la courbe Ó admet deux demi tangentes en chacun 
Des points M, d'abscisse (-3) et M; d'abscisse ñ donc les minimums de 


cette fonction représente des points anguleux pour la courbe € . 


vi 1) V le volume de la boite : l'aire de la base x hauteur = l'aire du 


Triangle A' B' C'xh. 
A'B'C' est un triangle équilatéral de coté 60-2x et de hauteur 
2 (60-2х) 


h 


D'oà l'aire de A'B'C' est = (60 2 2x).X (60 -2х) 


x |= 


Ou encore Ü éo -2xy. Commeh =x. ei car tg 


D'oü v= (60 - EH = (30 - xx 
V (x) = - 2(30 - x) x + (30 - xy - (30 - x)(- 2x + 30 - x) 
= (30 - x)(30 - Зх) avec x e ]0,30[ 

0 


x 10 30 
V'(x) + | - 
°: NM d EN 


V(x) est maximum pour x= 10 cm et la volume maximum est : 
V max = 4000 ст. 


oa 








NY» Calculons en fonction de x l'aire du triangle AMM' 
АНХММ! 

EET cU. 

On а: AH- [AH] =l|x-1| . Comme Н est un 

Point de] ААЧ, опа: 

-1 «x < 1 et par conséquent -2 < x - 1< 0 

symétriques par rapport à l'axe des abscisses). 


cette aire est donnée par : 
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Or OHM est un triangle rectangle en H 
donc OH? + HM? = OM, par suite 
HM’ = OM?- ОН? or HM= yp et OH= x 
D'ou 
ум = М1 - X* et par suite MM'= 241 -х? 





Donc l'aire du triangle AMM' 

est (1- x)V1- x? 2)a) 

f(x) - (1) = lim (1- sal x? 
x-1 


x 








2)a)lim 








-lim-X41-x?-0 


хә! 


donc f est dérivable en 1 et f'(1) = 0. 


jg DÉI us 0 ыг x? im CAVE _ 


хә-1 x+] х-»-1 - lim АЙЕ x 


саг lim(1- x)/1- x = D et li 
BB im = 


Donc f n’est pas dérivable en -1. 
Au point d'abscisse 1, la tangente est horizontale car f' (1) = 0, et au 
Point d'abscisse -1 la tangente est verticale. 


b) f est dérivable pour tout x e ]-1,1[ et sa dérivée est : 


f(x)=-1V1-x* +(1-x)(V1-x )' 


2 
or (VL-x! у= : xy -2x -Donc sape pui Rm). 28 xl 
1-x* 2%1- 1-x? 1-x? 


f '(x) s'annule » pour x= l ou E et le signe de f'(x) est celui de 2x?-x-1. 








= +00 











x - œ = 1 +оо 


Zeil 1 i р | ^ 
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Donc : 





Le maximum de f sur [-1,1] est f 2 = 38 


3) f est l'aire du triangle AMM'. 
Cette aire est maximale pour x= -— 


Le point H est le milieu du segment 
[OA "|, justifions que le triangle AMM' 
est équilatéral. Les points M et M' ' ont 


pour abscisse D À 





En remplaçant x par T dans l'équation 


du cercle : x^* y2= 1, on trouve : 


J 45 1 43 ER 
=-— ou - d'ou les points : A(1,0) ; M(-—,— M' 
Ge j p (1,0) ; M( 255 ); MC 5 == 9: 
En calculons les distances, on trouve : AM = АМ' =MM' P 


D'ou le triangle AMM est équilatéral. 





1) dans les triangles rectangles О 

(ОАО) еї (ОНМ). À 

On a les trois angles sont égaux 

Deux à deux : О est commun, I C) 
^ ^ ^ ^ M H N 
A=H et Q = M.Donc Шон 

АО ОА 
x’. R? 





os r x | 
c'est à dire —=—— Раг suite r°= ; 
OA 
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Or OA? = OQ?- AQ? = (x - R)? - R?- x! -2xR 


2 
Alors r^ = xR’ pour x > 2R et V(x) => xz aR ; 
x-2R x-2R 
2 


x 
2) a) Posons f(x) = 
) a) QE 











pour x > 2R et étudions les variations de f. 


f est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur son domaine : 

IR - {2R}, en particulier sur]2R, + œ [et on a pour tout x € DR. ol | 

SES X(x - AR) 
x -2Ry 


6 T 


D'aprés le tableau f prend sa valeur minimale 8 R pour x = 4R. 
Le volume V est donc minimum lorsque x = 4 R. 


8x R° 


. D'où le tableau de variation : 














b) pour cette valeur de x, V = 


< 1) a) ABC un triangle isocèle tel que AB = AC = 5 et BC =x 
alors 0 < BC < AB + AC = 10 d’où x e ]0, 10]. 
АНХВС 


b) ABC est la base de prisme => aire(ABC) = 2 


Comme AHC est rectangle en H => АН? = AC? - HC? 25? С 


2 4100-x? 
D'où AH =ү25-®-=У———*—. par suite Aire (ABC) => /100-x 


Ainsi le volume de prisme est V(x) = 4100 -x^.20 


Soit V(x) = 5x 4100-x? . 
2) f(x) = x? (100 — x?) = 100x? — x^ 
а) Vxe[0, 10] , f'(x) = 200x — 4x? , f' (x) = 4x (-x? + 50) 
b) f'(x) = 4x(50- x?) 
(х) 20 < х= 0 oux’ = 50 огх20 <> x=0 ou х =\/50 = 542 
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ainsi f admet un maximum au point d'abscisse x — 542 


3) a) V(x) = 5x 4/100- x? 


(У(х))? = 25x? (100 — x?) = 25 f(x) 
уф) = 5 f(x) 


f est positive et on sait que f et Jf ont les mêmes variations d’où 





b) d’après le tableau de variation le volume le maximum est atteint 
par xo = 542 
с) хо= 5V2 27,07 m. 


Wi, l'aire de ABCD est 2 dm? = 0,02m? alors (хх = 0,02 m? 


002 2 
x 100x 


b) L(x) = AB + BC + CD =2x +£ = 2х + 





ainsi £= 





100x 
c) L est dérivable sur ]0, +œ [ 


Due e 2 opes 


“100x? 100x? 





L'(x) = 0 <>100x* -1=0 100x? =1 or x20 <> x= 











d) D'après le tableau de variation L admet un minimum pour x -107 0,1 


donc le frottement est minimal pour x = 0,1 m et £= > 0,2 m. 
. 100x0,1 10 
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NV 1) Опа М(х, х?); Н(х, 1) ; А(0, 1) 


---|Х- 
alors xl 5 | ainsi АМ? = х? (xà 1) 2x - х? +1 
X - 
2)fx)-x'-x/41 
a) f'(x) = Ax! -2x = 2х (2х2 — 1) 


b) х) = 0 <> x=0 ou 2x? -1=0 @x=0 ou x=— ou x=— 























lim f = lim x! =+ œ= lim f 


+ X—>+00 


3 
=+ лын - 
Le R 4 
3) a) AM est ui SSi АМ? est minimal or AM? = x! - x? + 1 = f(x) 
d'aprés le tableau de variation. 


il y a deux points M de coordonnées respectifs E 3 E 3 


J2'4) A N24 


b) On déduit que la valeur minimale de AM = (> À. 


< a) on a le volume d'une casserole est V = 1 L = Idm? = 1000 cm? 
d'autre part V = x x? h ( volume d'un cylindre) 











d'ou 1000 = x x? h soit h = 2. 
x 
b) l'aire latérale est 27x x h 
Soit ar 1000 = 2000 et l'aire du disque est лх? d'où S(x)-nx? a 2000 
TX x x 


200 
c) pour tout x > 0, S'(x}= 2лх- ши 
x? 
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2nx? -2000 
Spe — 
x 
3 
SE = 2000 Е 10 
2x T 
<> x = 6,82 


6,82 





Solutions 





ые 10 0 ia 


donc x= h. 
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Chapitre V 
Exemples d'étude de fonctions 









m Symétrie de la courbe : 















IR, nD 
ou 
IR D 
IR, ^D 

IR ^D 


IR, c [a ,+—[ 





Si f est paire alors la droite d'équation x = 0 
dans (o 43) est une axe desymétrie pour 6,. 





Si f est impaire alors le point O est un centre de 
Symétrie de E. dans(O,i, j). 








A:x=aestun axe de symétrie pour ë, 














S VxeDionaid 22 T 
ў f(2a-x)=f(x) IR. n]-w,a] 
Le point Ï (a,b)est un centre de symétrie Ë, IR, ca, ze 
EE ler х 

“ЛЭ |f(2a-x)=2b-f(x) IR_n]-v,a] 





= Point d'inflexion : 
> Sila courbe traverse la tangente en A, alors on dit que A est un point 
d'inflexion. 
> fest dérivable deux fois sur |x, -h, x, - h[c D. 
Sif s'annuleen x,, en changeant designe, alors le point M, (x, f (x, )) 
est un point d'inflexion pour c. 

m Position É et T la tangente à É en A(a, f(a)) : 
f deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I contenant a. 


f (x) 
Position 
éetT 



















Position 
SetT 


éestau 





dessus de T dessous de T 
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dessous 
de T 


Branches paraboliques : 
Pour tracer cil faut voir le comportement de la courbe au voisinage de 


l'infini, si f est définie sur IR ou Jo, a] ou [a Н +oof. 


мын 





Säi lim f(x) = œ.Alors on dit que Ç admet 





une branche parapolique de direction (0.3) 


au voisignage de co.(notation ` coremplace-* œ ou -oo). 


»51 lim f(x)=œ et du plus lim Tod —0 alors on dit que Gadmet une branche 
X^ X— x 
par parabolique de direction (0,1) 
m Changement de repère : 
Dans lerepére(0,, j), soit M(x,y)etO (a,b). 
Dansle repère (aii) soit M(X,Y)et ОМ-090-0М 
cxx +X est lesystéme donnant les relations 
o 
y=b+Y de changement derepère. 


Dans le repère(O O,i J E a pour équation: y =f (x). 


Dansle repère( O i, H ,Sapouréquation: Y — g(X). 
m Position Ç etA: 


> A une droite, A:y=ax+b: 
* Si f (x) - (a x+ b) 2 0; alors б, est au dessus de A. 
* Si f(x) — (a x+ b) € 0; alors C, est au dessous de А. 


> Montrer que deux courbes Ç etc ' sont tangentes au point d'abscissex : 





> On détermine les équations des tangentes aux deux courbes au point 
commun d'abscisse xo et on constate qu'il s'agit de la m&me droite. 
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ENONCÉS 


a Fonctions polvnómes de degré x4 : 


Nd өрг +3|x| +2. 


1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0. 
2) Dresser le tableau de variation de f. 


3) Tracer la courbe ë, 


N Soit la fonction f (x)=-2x° +4х° -2x +1. 
1) a) Etudier la variation de f. 
b) Déterminer les coordonnées du point d'inflexion. 
c) Tracer la courbe de f. 
2) Montrer que pour tout x є|0, 1: f(x))0. 
3) Déterminer suivant les valeurs de m ( m paramètre réel), le nombre des 
Racines de l'équation : 4х? +1=2х° +2x +m. 





\27;,, f:IR ІВ; xi» ax? * bx? +сх +9. 

I) Déterminer les réels a, b, c pour que f admette un extremum au point(- 1) 
égal à 14 et que sa courbe représentative C passe par A(2, -13). 

ID Soit f(x) 2x? -3x^ -9x +9. 

1) a) Etudier la fonction f. 
b) Montrer que C admet un point d'inflexion I et que I est un centre de 
symétrie pour C. 
c) Tracer C dans un repére orthogonal. 

2) Soit la droite D. :y - mx +9. 
a) Etudier suivant les valeurs de m, le nombre de points d'intersection 
de Ë et D, 
b) Lorsqu'il existe deux points d'intersection autres que B (0, 9), on 
désigne par P et P, ces points. 
Déterminer les coordonnées du point J milieu de [P pl. 


Déterminer l'ensemble des points J lorsque m varie. 


9 Soit f 


m 


la fonction définie par f, (x)=mx*-(m +2) x* *(4-m)x +m, 


oü m est un paramétre réel. 
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Soit (E. )la courbe def, dans le plan rapporté à un repère 
orthonormé (o 1,3). 
A) 1) On prend m = 0, construire la courbe (5, ) dans(O. i, j). 
2) On prend m = 1. 
a) Etudier la variation de f,. 
b) Montrer que (É. ) admet un point d'inflexion I que l'on précisera. 
c) Ecrire l'équation de la tangente T en Ï et étudier la position de T et (Š, ) 
d) Construtre T et (8 ) dans le repère (o 43) ; 
e) Resoudre graphiqument x? -x° -x +1<0. 


B 1) On prend m = 4. Etudier f, et tracer sa courbe &, (pasavecë, et ë.) 
2) Soit D, :y=-px +4 où pe IR. 


a) Déterminer l'ensemble des valeurs de p pour les quelles, D, et &, 


se coupent en trois points dinstincts noté K, M et M’, avec K d'abscisse0. 


b) Soit] - M * M”. Déterminer l'ensemble des points J, lorsque P 
varie dans IR.. 


C) 1) Déterminer que toutes les (Em ) passent par 2 points fixes A et B. 
(A d'abscisse positive). 


2) Déteminer les valeurs de m, pour que f „а au plus un extremum. 


3) Vérifier que toutes les (£,,)sont tangentes en A. 


Хуа f. IR >IR ; x >+ (2m-1) x" -x*+mx;melIR. 
E. la courbe def „ dans un R.O.N(O,i, j). 


A) 1) Montrer que toutes les courbes Ё, passent par un point fixe 
que l’on déterminera. 
2) Etudier suivant m le sens de variation de f, . 


B) Soit la fonction f:IR 9 IR ;xi ax? bx? +cx +d. 
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1) Déterminer les réels a, b, c, d pour que f admette deux extermums: 


-4 : 
E et O respectivement en -2 et 0. 


2) On donne a = beréiert (pourm-0). 
a) Etudier la variation de f. 
b) Montrer que la courbe Z de f admet un point d'inflexion I que l'on 
déterminera. 
c) Montre que I est un centre de symétrie de 2. 
d) Construire é. 
3) Soit A, la droite passent par l'origine du repère et de coefficent directeur 
(-m);meIR. 
a) Discuter suivant m le nombre de points communs de Z et A... 
b) Dans le cas ой Л, coupet en trois points О, M, M' tels que M', M' 
sont distincts deO.poseI, =M *M`. 
Calculer les coordonnées de І. 
c) Déterminer l'ensemble Н des points L, lorsque m varie. Construire H 
4) Soit A le point de ë d'abscisse 1, T la tangente à Ë en A, T la droite 
symétrique de T par rapport à I. 


Montrer que T esttangenteà ë au point Bque l'on déterminera. 


5) Soitg: ІК IR; x > 





Lau 
3 





a) En déduire la représentation graphique dela courbe E de g dans le 
le méme repère. 

b) Déduireles variations de g. 

c) Discuter suivent k l'existence des racines де: р(х) =k; k є IR. 


Nisch la fonction f (x) —4x? -3x+1;6 sa courbe dans le plan rapporté 
à un RON (0,1,3). 

A) 1) Etudier la fonction f. 

2) Montrer que &admet un point d'inflexion I et que I est un centre de 
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symétrie de E. 

3) Tracer É . 

4) Soit l'équation (E, ):8x^ -6x +m=0. Utiliser la courbe pour 
déterminer les valeurs de m pour les quelles l'équation (Е, ) admet 


dans IR, trois solutions distinctes deux à deux. 
5) Utiliser la courbe Š pour construire la courbe H de la fonction : 


в(х)-41 +3|x|+1. 
B) Soit la fonction f, (x)- x? -3x +a (aunréel0). 
a 


1) Etudier suivant les valeurs dea, les variations def. 
2) Soit (5, )la courbe def, , M, et N,. les points de E. correspendants aux 
extremums de f,. C) 
a) Déterminer en fonction de a, les coordonnées de M, et N,. 
b) Quel est l'ensemble des points M, etdes points N, lorsquea décrit IR 
Soit la fonction g, (x)=f, (x)-mf, (x)etZ,, sa courbe. 
1) Etudier suivant m le sens de variation de g- 
2) Montrer que toutes les 6, passent par 2; points fixes Aet B ; 
( A d'abscisse positive). 


N/ f définie sur IR par f(x) = X cx yo z +1 


Ç la courbe de f dans un R.O.N (o, ip. 


1) Déterminer la fonction dérivée de f. 
2) g est la fonction définie par g(x) = f'(x). 
a) Calculer g'(x). 


b) Dresser le tableau de variation de g et vérifier que g( 2) = 0. 


с) En déduire le signe de g. 
3) a) Dresser le tableau de variation de f. 
b) Donner des équations des tangentes T et T' à G aux points 


d'abscisses 1 et (-1). 


c) Tracer T, T' et б. 
NA Le toboggan 
On veut réaliser un toboggan pour les enfants termine en pente douce 


Il doit donc vérifier les conditions suivantes. 
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(1) il doit avoir une tangente en A paralléle au 

(2) il doit étre tangente au sol au point B. 

dans tout le problème , on considère le plan repère orthogonal (o,,j) 
(unité graphique comme l'indique le croquis suivant. 


O 
4m B 


Les coordonnées du point A sont donc (0,2) ,celles du point B sont (4,0). 

Le but du probléme est de trouver des fonctions dont les courbes représentatives 
ont l'allure du toboggan et vérifient les conditions de l'énoncé. 

1) une fonction polynóme du premier degré peut-elle convenir ? Expliquer 
pourquoi. 

2) a) f est la fonction définie sur [0,4] par : 


1 2 | +7 
f(x)» - д^? et б, est sa courbe représentative dans (0,1,j) 


Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation. 
b) g est la fonction définie sur [0,4] par : 
1 Я : T 
g(x) 22 x!-2x * 4C , est sa courbe représentative dans (0,1, j). 
Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation. 


c) Démontrer que С, et 6, ont en commun le point C de coordonnées (2,1). 

d) Démontrer que G, et G, ont la méme tangente T au point C. 

e) Tracer T, puis б, et б„ sur un méme graphique, ensuite tracer d'une couleur 
différente, les deux portions de courbes Gret e représentant le toboggan. 


f) Vérifier que la courbe obtenue satisfait aux conditions (1) et(2). 
3) On décide de donner un toboggan, un profil correspondant à la courbe 
représentative dans б, et б, d'une fonction polynôme P de degré 3: 


Р(х) = ax/ * bx^* cx + d 

a) Trouver la valeur de d sachant que la courbe passe par A. 

b) Sachant que la courbe doit vérifier les conditions (1) et (2) et 
qu'elle passe par B, trouver les valeurs de a, b et c. 
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с) h est la fonction définie sur [0,4] par: h(x) => ин 2 


Etudier les variations de h et donner son tableau de variation. 
d) Sur un nouveau graphique, tracer la courbe G, représentant h 
dans (o.i,j) . 
Vrai — Faux 


Répondre par vrai ou faux. Justifier votre réponse. 
1) Onconsidére le tableau de variation suivant. 


(258 ИШСЕ M eE ае: > ШИ! 


-1 0 


On note б, sa courbe représentative dans un repère : 






a) La droite x = 2 est une asymptote à G, . 
b) La droite х = 1 est une asymptote à G, . 
c) La droite y = 3 coupe la С, exactement en 2 points. 


2) La fonction f définie sur [-1, 1] par f(x) =y 1-x2. 


a) La fonction f est dérivable en 1. 
b) f n'admet pas d'asymptote. 


3) f est la fonction définie sur I =]-2, 2[par f(x) =4/4-x° . 


1 
244 - x' 
b) x = 2 est une asymptote pour la courbe de f. 
4) Toute fonction rationnelle admet une asymptote oblique. 
ax+b 3 ах? bx +c 
cx+2 dx+e 


di Soit la fonction f définie par Era XH . Etudier les variations de f 
x-1 
et représenter sa courbe représentative (H) dans un repère orthonormé 
(Ол 5 j) Ы 
On note I le centre de symétries de (Н). Déterminer ses coordonnées. 
2) Déterminer le coefficient de la tangente à (H) au point A d'abscisse2. 
Quelle est l'autre tangente à (H), ayant le m&me coefficient directeur ? 
Soit AT le point de contact de cette dernière. Etudier la position ` 
relative des Points A, et A' . 
3) Quelles sont les valeurs du réel m pour les quelles la droite (D) 
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a) Pour tout x є I, Р(х) = 


m Fonction rationnelle de type : 





Exemples d'étude de fonctions Enoncés 


d'équation : y = -2х+т, rencontre la courbe (H) en deux points MI et M'' 
(distincts où confondus) 2 

4) Lorsque m satisfait à la condition trouvée, calculer, en fonction 
de m, les coordonnées du milieu J de [M'M' ']. Préciser l'ensemble décrit 
par J, quand m vraie. 


: è дай +2- : 
NV Soit f m, la fonction définie par f, ga n ; m est un paramëtre 
2x+m-5 


réel et soit Ç, sa courbe représentative dans un repère orthonormé (О,, j). 
1) Déterminer m dans les cas suivants : 

a) A :y = 2 est une asymptote horizontale аб. 

b) A : x = 1 est une asymptote verticale à б, 


2) Etudier suivant les valeurs m, les variations de Ё, 
3) Montrer que pour tout réel m, pour lequel f „ n'est pas 
constante, б passe par deux points fixes A et B. 
4) Soit Im le point d'intersection des asymptotes de б. 
quel est l'ensemble des points Im lorsque m vraie dans IR-(-1, 4). 
5) Tracer, . 
6) En déduire la représentation graphique de g : IR-{2} IR ; 


x1 
x кә g(x)- ——.. 
gx) 2x+4 
NN . х?-х+1 
On considère la fonction f ІВ ІВ ; x > "ES 
x- 


On désigne par C, la représentation graphique de f dans 
un repère orthonormé (O,i, j). 


1) Montrer qu'il existe trois réels a, b et c tel que f(x) = ax +b + = | 
х- 


2) Etudier les variations de f. 
3) a) Montrer que le point I d'intersection des asymptotes est 
un centre de symétrie de C. 
b) Construire C. 
4) Discuter graphiquement l'équation : х? — (m+1)x + 2m + 1= 0, où m EIR. 
5) Dans le cas où D : y = m coupe C en deux points М’ et М”, on pose : 
IZM'*M''. 
a) Quel est l'ensemble H des points I, lorsque m vraie. 
b) Construire l'ensemble H dans le même repère. 
c) Déterminer l'ensemble des réels m pour que ОМ"М"! soit 
rectangle en O. 


205 


Exemples d'étude de fonctions Enoncés 


6) soit g : IR => IR;x > +12 
Ek 


a) Etudier la parité de g. 
b) Etudier la dérivabilité de g à droite en 0. 
c) Dresser le tableau de variation de g. 
d) Construire la courbe C' de g dans le même repère. 
On considère Ё :x > 2x+1 4 #5 où m e IR- (3j) et(C,) 
X- 
La courbe de fm dans R(O,i, j), un repère orthonormé du Plan 
A) 1) a) Discuter suivant les valeurs de m, les limites suivantes : 
lim. f SR lim f Get Ton A (x). 


Al x 
2 : 

b) Dresser, suivant les valeurs de m, le tableau de variation de fm 
(Sans préciser les valeurs des extremums éventuels). 

1) Montrer que toutes les courbes (Cm) possèdent deux asymptotes 
Communes et un centre de symétrie commun. 

2) Déterminer m pour que S(1,4),soit un sommet de (Cm). 

B) Dans la suite on prend m= 4. 
On note f la fonction f, et ( Ó ) sa courbe représentative. 


1) Dresser le tableau de variation de f et construire (0 ). 





2) a) soit g:x H> 2x+1+ i 
; |2x-1| 


Dresser le tableau de variation de g sur son domaine. 
b) Construire (Í `) la courbe représentative de g. 
c) Déterminer graphiquement le nombre e solution dans IR de 
L'équation : D. (m-2x-1) = 1. 
C) Le but de cette partie est de montrer la propriété suivante : 
Р: «toute tangente à (С ) coupe ses deux asymptotes en deux points 


Symétriques par rapport au point de contact de cette tangente 


Avec (С). 
1) Montrer que l'équation de e (6) dans le repère R’ = (Le, e, ) est : 
l =i EH 
та IG. 2) et 


2) Soit Moun point ass. хо; écrire l'équation de la tangente à 
(Č ) au point Mo dans le repère R’. 
3) Démontrer la propriété « P » énoncée. 
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2 
Хуа la fonction fm définie par fm qo fent où mcIR. 
À Х- 


Cm : sa courbe représentative dans un герёге orthonormé (O,i, j). 
A ) 1) a) calculer f ' m (x) pour tout x €IR(1]. 
b) Déterminer suivant m, lim f(x). 
xl 
2) Déterminer les valeurs de m pour les quelles fm a deux extremums, 
indiquer alors un tableau de variation de f m. 
3) a) Montrer que toutes les courbes б, passent par un point fixe A. 
b) Déterminer m pour que la tangente à Ó „en A, ait pour coefficient 
directeur, le réel (-3). 
B) On suppose dans la suite mz -1, f =f ; et Ü = б. 


4 
1) Etudier les variations de f, vérifier que f (x) = x+— ; 


pour tout хє1В\{ 1}, préciser les asymptotes de Ç et construire б. 
2) soit la droite D, d'équation: у=ах + 1-а  (acIR). 
a) Déterminer les valeurs de a pour les quelles D, coupe Gen 2 points 


distincts MI et Mi", 

b) Soient x' et x' ' les abscisses respectives de MI et M'' lorsque” ils 
existent, vérifier que x'+ x' ' = 2. 

En déduire que les tangentes à Ï en M ‘et en M' ' sont parallèles. 


2) Soit la fonction g définie par g(x) = "rm et б ' sa courbe 
x-1 
représentative. 
a) Etudier les variations de g sur |-c0,0]. 


b) Etudier la dérivabilité de g en 0. Interpréter graphiquement. 
c) Préciser l'asymptote à Ç ' au voisinage de -w et construire C * 


dans le repère (O,i, j). 


= Fonctions irrationnelle du type : Vax +b , Ja^* bx + c 


Soit a > 0 , soit f la fonction définie sur IR, par f(x) = x*( - Vx) 
1) Déterminer la fonction dérivée f' et son domaine de définition. 
2) En déduire les variations de f en fonction de аг. 
3) Déterminer œa pour que T la tangente à la courbe représentative de f au 
point d'abscisse x 21 Soit parallèle à la droite D d'équation y = Зх +2. 
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NY et g deux fonction définies sur IR par 
f(x)= Jx/-x 41 et р(х) = ux x+ i 


б, et G, désigne les courbes respectives de f et g dans un R. O. N (o,,j) 
1) Montrer que б, et б, admettent une tangente comme D au point  d'abscisse 


l. 
2) Etudier les positions relatives des courbes б, et 6, et de la tangente D. 


3) a) Etudier les variations de f. 


1 : 
b) Montrer y = M est une asymptote à б, en +œ. 


А 1 
с) Soit la droite A: y = - x = Montrer que A est asymptote à б, en a 


4) Tracer G, et б„ et D. 


y Soit f est définie sur IR par f(x) = 2V1+ x^- x 
1) Démontrer que pour tout réel x: 414х7-х» 0 
VI* x**x»0 et 2V1+x°-x>0 


2) g est la fonction définie sur IR par g(x) = 2x-V1+ х? 
a) Montrer que g est strictement croissante sur IR 
b) Résoudre dans IR, l'équation g(x) 2 0 
c) Déterminer le signe de g(x) 
3) a) Calculer les limites de f en -co et en +oo 
b) Montrer que pour tout réel x on a: f'(x) = A0) 
V1+ х? 
c) Dresser le tableau de variation de f. 
4) a) Etudier limite f(x)-x lorsque x tend vers +œ. Que peut-on déduire 
pour C, ? 
b) Montrer que la droite A : y =-3x est une asymptote en - оо pour ý, . 
c) Déterminer la position de б, par rapport à A puis par rapport à la 
droite d'équation D : y = x. 
5) Tracer D, A et С, dans un repére orthonormé d'unité 3 cm. 


NY soi f la fonction définie par f(x) = Vx?- 6x + 5 


Soit Ç sa courbe représentative dans un R.O.N (0,4,3) 


1) Etudier selon les valeurs de x le signe de polynôme x?- бх + 5. 
En déduire le domaine de définition de f. 
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2) Démontrer que la droite x = 3 est un axe de symétrie de Ç . 
+h) - 
3) Calculer lim TIAE 


La fonction f est elle dérivable en 5 ? 
Interpréter graphiquement le résultat trouvé. 
4) Etudier les variations de f sur [5,+œ] 
En déduire les variations de f sur ]-оо,1] 
5) Déterminer lim f 
X—-0 
6) Démontrer que la droite D; : y = x-3 est asymptote à Ç en + о. 
En déduire les équation de l'asymptote D; en -œ. | 
7) Dresser le tableau complet de f. 
8) Construire. 
ax? +bx+c 
dx? +ex +f 


Soient les fonctions g et h définie sur IR par 
g(x)=ax +bx+c et h(x)=rx + sx+t (a,b, c,r, s, t des réels) 


on note respectivement €, et б, les courbes de g et h. 


m Fonctions rationnelles de la forme : 


1) Déterminer les réels r, s et t sachant que g'(1) = -1 et g (2) = 1 et que la 
tangente à $, au point d'abscisse 1 passe par le point А(2, -20). 


2) Déterminer les réels r, s et t sachant que la tangente à б, au point d'abscisse 0 
passe par les points B(0, -14) et C(1, -16) et h(1) = -15 
3) On pose f(x) s 
a) Déterminer le domaine de définition de f. 
b) Pour tout x e D , Déterminer f' (x). 
c) En déduire les variations de f sur [-7, 7]. 
\20/ ? +2х-3 
NY Soit la fonction f(x) = ызы 
x'-4 
1) Déterminer Df le domaine de définition de f. 
2) Déterminer les variations de f. 
3) Quelles sont les asymptotes de C, . 
4) Tracer С, la courbe de f en précisant les coordonnées des points 
d'intersections avec les axes et le coefficient directeur des tangentes en ce point. 
5) Discuter graphiquement, suivant les valeurs de m le nombre de solution de 
l'équation: (1-m)x?+2x-3+4m=0. 


N: b, c étant des réels et f la fonction définie sur IR— (1) par 
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бх) = ax? +bx +c 
ly 

1) On dispose des renseignements suivants : 
П La droite d'équation y = 1 est une asymptote horizontale à Š en + oo. 
U Le coefficient directeur de la tangente T à Ç en O est égale 2-2. 
П La courbe Ç passe par O. Déterminer alors les réels a, b, c. 

2) Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition. 

3) a) Pour tout x 1, calculer f'(x). 


b) Dresser le tableau de variation de f. 
4) Tracer la tangente T et la courbe Ç . 


C Désigne sa courbe dans un R.O.N (o, i, j). 
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CORRIGÉS 


= Fonctions polynómes de degré «4 : 
N Қх)= х? +3х+2 six20. 
х) = х? -3х+2 six<0. 
lim f(x) = lim x° -3x+2=2 


1 e? 


et lim f(x) lim x? -3x 42-2 
x20 x20 





etf(0) -2. Donc lim f (x)=2=f(0) 
x0 








d'où f est continue en 0. 
А х? -3х+2)-2 
pe 29-09) сае 
x—0* X х-»0" x 
. 0x 43 I 
= lim À Х lim x? 4323 « f*(0) 
x0* X x—0* 
3 
lim 09-10) Li, X ЭХ jim x? Ae 3- p (0). 
x0 X x20 x x30 


Donc f, (0) f£; (0) d'ou f n'est pas dérivable en 0. 
2) Sur La : o[ respectivement sur ]o : +oo| ; 
f estune polynóme donc dérivablesur La Я d v Jo ; Teil 


Sur ]0,+ә[;#(х)=3х?+3)0 et би юо,0| Ё(ху-3х”-3-3(х2-1). 
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lim Қх)=1 lim x? =-cet lim f(x) = | lim х?=+о. 


d) ы ны б ) 
3) lim = lim х? =+co= lim donc ë, admet deux branche 
x 


xə>+o у x->+œ X—-0 





parabo fane de direction s y') au voisinage de +œ et -œ. 





2 1) а) f est une polynôme alors dérivable sur IR et f' (x) = -6x? +8x -2. 


* f(x)--6x? +8x-2=0 <> x=1 où glate? 
a 





lim f(x)- lim -2x° =+œ et lim f(x) lim -2x° =-00, 
b) f est un polynôme donc dérivable deux fois sur IR ; 
f'(x)--12x +8. 

| 8 _2 


Р(х)-0 © -12xt8-0 © x=—=-. 
12 3 





f's'annuleen 2 et change de signe au voisignage de 2 donc š, admet 





: 2 
un point d'inflexion A = f 5 avecf EN = et f (2 ) c 
3 \3 3) 27 3 xd 
f 
c) lim s lim -2x? =-co= lim (x) . Donc ë, admet 2 branches 
xo X x +00 хә-© X 


paraboliques de direction (y у’) au voisinage de +œ et de — oo. 
Tableau de valeur : 
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КЕШЕ ШЕ ШЕЕ 
f(x 1 23 
LIBE XE TUE 


2) Sur ]0,1[; 6, admet un minimum = 












donc fG) 277) 0doà ухе]; f(x) ) 0. 

3) 

4х? +1=2х° +2х+т < -2x° +4x* -2x +1=m 
ou encore f(x)=m.on considere A: y =m; 





*Sime Р 2 2 о р, +o[;alors Ach E, =f1point] done solution. 
19 
*Sime Lon, = Y ]L +o[;alors ARE, 7 [1point] donc 1 solution. 
: 19 : Р 
* біт = 57901 =1 alors ANE, ={2 points} donc 2 solutions. 
V I) * f est un polynôme donc dérivable sur IR et f(x)—3ax? +2bx +c. 


* f admet un extremumen -1égalà14 < f '(-1)=0 et f (-1)714; 
* AQ,-13) € ë, © fQ)--13. 


f(-1) =14 -a+b-c=5 (1) 
12)--13 4 4a+2b+c=-11 (2) 
f '(-1)=0 3a-2b+c=0 (3) 
(1) +(3) 2a-b=5 b=2a-5 Meses 
(2)+(1) <=43а+3=-6 <> < 3а+3(2а-5)=-6 © ja=1 
(3) 3a-2b+c=0 3a-2b+c=0 c=-9 


П) 1) a) f est une fonction polynôme dérivable sur IR et f(x) 23x? -6x -9; 
On remarque que TT s'annule en –1 et 3. 
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lim f(x)7 lim x? =+œ et lim f(x) lim x*=-œ. 
xo xto X—-o Х-»-со 


b) * f est dérivable deux fois sur IR comme fonction polynóme : 
f'(x)- 6x - 6. 





f"s'annuleen1,en changement de signe donc ë admet un point 
d'inflexion I(1, f(1)) or f(1) = 2. 
* VxelRalors2-xelR. 
f(2-x)=(2-x) -3(2-x) -9(2-х)+9=-х° *3x! +9х-13 
--(x* -3x? -9x +9)-4=-4-f (x). 


donc I est un centre de symétrie pour ë. 








f f 
c)* lim p. lim x? = +оо = lim Dre 


xc X хэто xD x 

branches parabolique de directions (yy) au voisinage de +œ et -оо. 

I est un centre de symétrie et un point d'inflexion f (1) = -12. 
2) a) Le nombre des points d’intersection de &et A, est égal au nombre de 
solutions de l'équation : f(x) - mx 49 

«х? -3х? -9х-шх=0 < х(х?-3х-9х-т)=0< x-0 oux? -3x -9-m=0; 


• Si m = -9 alors x = Ооп x=3 donc 2 solutions. 
Simz-9;alors A= 9-4(-9-m)=4m +45. 






Nombre 
de points 
d'intersection 

A et ë 


b) P. (x'.y') et P, (х",у") avec x'et x" sont les solutions distincts de 
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l'équation x? -3x -9- m0. 





+ " 
Alors: S=x' + x"=3 etx'x"=-9-m. comme J=P * Р, alors x, = Ere 
2 2 
'+y" (mx'+9)+(mx"+x" "Ex" 3 
et y, => = 1 < 2) — 1 59-31159 


* E={J(x,,y,)telque me -45/ tool \{-Ө}}. 
| 4 


EE 
x, =— ‘équation d'une droite; 
2 


3 
=—m+9 
4 2 


Orme | Уул -{-9}. 


Donc m) 43⁄4 etm»-9; 


39) 03 et 39.2, 

2 8 2 2 

Ainsi E est la demi- droite [FG) privé 

deG аван ZZ ad ZZ) 
2 8 2 2 





\, m =0 а]огѕ f, (x) = 2x? +4х est une parabole de sommet 
S(1, 2) et d'axe de symétrie A:x =1. 
а) 5 (x) 2x? -3x? +3х+1. * f, estun polynôme dérivablesur IR 
etf/) 3x? -6x-3-3(x-1) 20 





lim f(x)- lim x^ — et lim х) = lim x° =-. 
b) f'(x) 3x? -6x+3 polynôme dérivablesur IR. 
fi"(x)=6x-6 
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x | —o 1 +00 
f(x) | - d " 


f'"s'annule en lenchangement de signe donc C, admet un point 

d'inflexion I(1,f(1)) avec К1) = 2. 

c) T:y-f'(Dx- 1) + f(1) 

ог 1) =2 et #(1) -0;d'onT:y-2. 
Sur]-o,1[;f "(x) 0 doncë estau dessous deT. 
Sur |1,+co[ ; f "(x)) 0 donc est au dessus de T. 
pour x = 1; 2 et T coincident en I. 

Т:у= #'(1) (х-1) +1) 

ог 1) 22etf'(1) = 0; d'où T : у= 2. 
Sur |-,1[;f "(x) 0 допс5 estau dessousdeT. 
Sur |1, +co[ ; f "(x) ) 0 donc ë est au dessus de T. 








pour x = 1; Z et T coincident en I. 





e) x! -x! -x+1<0 <> x! -3х? +3х+1 < -2x° t 4x ou encore: 

f, (x) «f, (х) alors les solutions sont les abscisses des points de Ë, 
situées au dessous de £, parsuiteS,, = ke, -2]u (1]. 

B) 1) f, (x) - 4x" -6x? +4; polynôme dérivable sur IR. 

£/G)-12x* -12х -12 (x -x). 





lim f(x)= | lim. Дх? =+œ et lim f(x)=1 lim Дх? = -co. 
x->+œ xX->-00 


* lim => w. = lim 4x? =+œ= lim => д), 


хэ+о у x—to хэ-о X 
donc 6, admet 2 branches paraboliques de direction (yy). 
2) D,:y=-px +4. 
a) M(x ‚у)єр, NE, S y=f,(x) ety--px*4. 
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le nombre de points d'intersection est égal au nombre de solution de 
l'équation f, (x) =-рх +4 ou encore 4x? -6x? - 4—- px - Asont: 
Дх? -бх? - px «0 <> х(4х? -6x * p)-0 <> х-0 ou4x?-6x+p=0 
A'—9 - 4p. | 
Pour avoir 3 points distincts d'intersection il faut avoir 3 solutions : 


9 
A'50 — 
c'est oet gP doù pe |o,2] 10) 





De 
b) E= [J- M*M"; pe]-o,0[] 
эн ety, LZ. 
xi car 5-6-2 (PE IH (PE) 
OR 
Ainsix, ^et y, =— =" p +4; 


3 : : 
x, ——estl'équation d'unedroiteor pe Le. 0|. 


р‹0 SE et SI z4; 
donc Eest la demi-droite [LN)\{L} avec L(4,f(4))et N(1,f(1)) 
or f(4)=164 et (1)=2. 

C) D Soit M(x, y)e £, &y=mx' -(m*2)x +(4-m)x+m 
em(x -x? -x+1)-2x? +4x-y=0, vraie pour tout me IR; 

x -x° -х+1=0 

-2x*+4x-y=0 

* x'.x?^ _x+1=0 ox? (х-1)-(х-1)=0<(х-1)(х° -1)=0 


Sietseulementsi | 
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S(x-1) (хэ1) -0«эх-1о1х-41. 

* Pourx-lona:y--2x? +4х=2. 

* Pourx=-lona:y=-6. 

Donc toute£, passant par les points A (1,2) et B(-1, -6). 

2) E estun polynôme dérivablesur IR ; f, (x) -3mx? -2(m-2)x * 4-m. 
f „ admet au plus un extremumsi et seulement sim =0 ou A'< 0 
m=0 ouA'=(m+2) -3m(4-m)«0 

'= 4m° -8m+4=4(m-1) 20 
f „ admet au plus un extremum 

«cm-0oum-1. 

3) Т, :y ^£, (D) (x Art, (1) or f (1)=2 
etf (1) Am -2(m* 2)*4-m-0 
f(1)=0 donc la tangenteen A à un 

coefficient directeur indépendant de 


m donc T, est la tangente commune à C,, 
pour tout m e IR d'où toutes 





les courbes sont tangentes en A. 


f, (=F (2m-1) -х? +mx ;melIR. 


A) 1) Soit M(x, y)e£,, signifieque у =-(2т-1) x? -х? +mx 


EA E E Sm 2:27 e уе 
3 3 3 3 
Cette équation est vérifiée pour tout m € IR, si et seulement si 
2 +x=0 x Zeck: (1) 

3 3 

1 Е 1 

с. голсон (2) 
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l'équation (1) donne x =0 ou Z х? +1=0 impossible; donc x —0. 


En remplaçant dans (2), on trouve y = 0 
Donc toutes les courbes 5, passant par un point fixe O(0, 0). 
2) f, (x)est une fonction polynóme donc elle est dérivable sur IR, et on 


а: pour tout x eIR;f', (x)-(2m-1)x? -2x-* m. 
° Si2m-120 9m». 


f. (x)- 0» (2m-1)x? -2x--m- 0 
A'-1-m(2m-1) 22m? +т+1. 


A'=0 <> m=1 ou ES 





LU cas : Sime EM 4 E ат A'50 etdanscecasf, (х) 


s ‘annule en deux points distincts x° et x " 


* Si deplus а=2т-1)0 m ЯН! 
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f (x):€0 pour tout x ЄЇК etlesigne def, (x)esrceluidea =2m-1 


deux cas sont possibles: 


* 2m )0em)- —me],-e[. 





3*m* cas : Зиве(- | Мөн 1-0, 


^ бог alors A'—0 etf' | (x)s'annule en un seul point:x'=x" --—-———.——-7— 
2 4 а 2(- ир 2 


etlesigne де? | (x)estceluide a ZEE =-2 (0; d'où: 
2 





* Si 2m-1=0 сургал sf" (x) 2x1. et f',(x)=0 шаг 
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B) 1) f(x)- ax? * bx? * cx + dalorsf (x) = Зах? +2bx +c. 
* fadmette deux extremums - 5 etOrespectivement en -2et 0 


f'(-2)=0 12a-4b+c=0 
f'(0)=0 c=0 
signifieque < 
B 1 $32)--* :83: 22634525 
3 3 
f(0)=0 d=0 


12a-4b=0 (1) (1)* Q)donne4a Sdt 
3 
т 4 
-8а+4Ь= ЖЭ (2) Ешгешрїасаш,оп trouveb —-1. 
D'oüa=-=;b=-1;c=d=0. 
` los 2 
2) Pour ала DEMEURE k SEN 


EECHER x° - x° +0.x=->x?-x=f)d'oüf= f, (x) et (х) =-х? - 2x. 


a) D'après A)2);ona 0e | donc: 








X —00 SCH m +оо 


ца у(х) 
f(x) 7f, (x) | +œ + 
A , ^ AM 
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f,'(x)=0 >-x*-2x=0 e&-x(x*2)20; x20 ou x-2. 


i lim f(x) = lim ix =+œ0. * lim f(x) = lim E = 00, 


* f(0)=0etf(- 2-—. 


b) f'(x)=-x? -2x alors f (x)=-2x -2. 
f (x)-06 -2x-2=0S x=-1. 
X | —co -1 +оо 


Ё (х) + i 


f' s'annule et change de signe en x = -1 donc le point: 


Є ,f(-1- 3) est un point d'inflexion. 


c) Montrons que I É ,- 2) est un centre de symétrie de E 


-2-x eIR pourtout x є IR. 
F(2-x)o-3 (2-3) C29) 12) (265) 


w |= 


(8+12x 4-6х” +x°)-(x° +4x+4) 


х? +2x° TER -4х-4=158 i. 
3 3 3 


w | = 


D'autre part 2 + -fx)- е 
3 3 3 
: 2 2 € 
d'oùf(-2-x)=2 E f(x) donc I| -1, E estun centre de symétrie de E. 
d) Etude des branches infinies: 


13 Xx? 
* lim —— f(x ) _ lim —— = lim 38 x} lim (wr 


X—>-00 x X—-0 X X—-00 
donc E admet une branche parabolique de direction (oy) 


au voisignage de -oo. 
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* lim 


i d = lim e Їнэ 
x39 x хэс | 3 
Donc Z admet un branche 
parabolique de direction (oy) 
au voisinage de +œ, 





* f(-1)=1doncla courbe E 


admet une tangente de vecteur 
directeur Ni point 
d'inflexion I. 

* f(x) -0 ee -x?=0 

e x*(12x+1]=06x=0 oux=-3. 

3) A,:y=-mx+p etO(0,0)eAdoncp=0 d'où A,,:y=-mx. 


а) Soit Miz, y)ešnA,, ec Da ;f(x) =-mx 
y mx 


3 1 1 
Hat - x? =-mx O= x +x*-mx=0 Sx 3* +x-m |=0 





+ 
ET Ид =? ын 

3 3 
1" сав: 
Si3+4m)0 em €» A50 etdoncl'équation: 


3% +x-m=0,admet deux racines distincts x'et x` alors dans се 


2° сад: 


513+4т(0 е < А (0 etdonc l'équation: 
SCH *x-m-On'admet pas deracineet par suite ENA m ={O} 
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cas, = { O,M',M } doncil y a 3points d'intersection O (0,0). 


Solutions 
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doncil y a un seul point d'intersection О (0,0). 
39e сав: 


Si 3+4m=0 em €» A =0 et doncl'équation: 


1 : I у 
—x!-*x-m-O0,admetuneracine double x, =x'=x etparsuite: 


Ech 7 (O, M, | doncil y a2 points d'intersection O (0,0) 


et M, d'abscisse x,. 


b) A, n6 -(0,м,м Jdanscecasme | 5,1 400) 








x'+x" 

XL, = 2 
Soit, -M'*M < d 
S EY Y 

Tui 2 


7 2 Dir 
Orx'etx sont solutions de l'équation "3 x?+x-m=0donc 


x'+x"=S=-Z=-3 et y y =-mx'-mx" =-m(x'+x' )=-3m 
a 
3 _ -3 
la ^ 5 
et par suite y) d'où I, EES avecme ed 401. 
3 | 2 2 3 
yi =m 


m 


c) Soit H = E avecme ш Š 
2 2 4 


3 
X—-— 


SoitM(x,y)e HS 





месте | 2,40 -{0}. 
4 2 


Ён ы пу dun e 2 etL 2,0 tonc 
4 8 2 8 2 
l'ensemble H est le demi droite [KL) privéedeK et L 
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4) Т:у= f'(1)(x 1-5 équation de la tangente à Ë au point A. 


Soit T' 78, (T) ;avec (4 ; 3 .Comme la symétrie conserve le contact 


Donc T'est la tangente à £ au point B =S, (A). ` 


шХ ХА = J 1—=. 
5 n 2 Xp 72X; -X4 Хв . | 
Ув УА Ys 2Уг-Уд Yy =< t7=0 
yi 3 3 
2 
DoncB(-3,0). 
5) a) gtQ- x x l- fog. 








Si f(x) x0 alors р(х) = f(x) et par suite, =É. 
Si f(x) xOalors р(х)  -f(x) et par suite&, = S; S (Š,). 
b) D'aprés la représentation, on peut déduire le 


tableau de variation de g: 
— - -2 +оо 


wä PONT 


c) SoitA:y - kaveck eIR. 


Les racines de l'équation (E, ):g(x)=k sont les abscisse des points 





d'intersection de Z'et A. 


1” сав: Кє ]-co,0| donc& ^ A =Q et parsuitel'équation (E, ) 

n'admet pas de solution. 

2°” cas: k=Odoncé'nA={2points} et par suite l'équation (E, ) 
admet deux solutions. 

3"* cas: ke р , sl donc &'г\А = {4points} et par suite 
l’équation (E, ) admet quatre solutions. 


4"* саз : k= = donc тА = (3 points} et par suite l'équation (E, ) 
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admet trois solutions. 





5™ cas: ke Ї : ral doncë' A =Í2 points} et par suite 


l’équation (E, )admet deux solutions. 


Ç А) 1) fix) =4х°-3х+1;р, =R. 


f est une fonction polynôme donc elle est dérivable sur IR et on a pour 
tout x e IR ; f (x) =12x? -3. 





lim f(x)= lim 4x°=+0 ; lim f (x)= lim 4x^ =œ. 
2) On a: f'(x) - 12x? -3 alors f "(x)=24x. 
f (х)-0  x=0etona: 





* f` s'annuleet changedesigneen 0 donc1(0,f(0) =1) est un point 
d'inflexion de £. 

* 2x0-x —-x€IR pour tout x e IR. 

f(-x) --4(ху -3(-x)+1=-4x* +3x +1. 

2x1-f(x)=2-4x' 43x -1=-4x3 +3x +1 

donc f(2x0 -x)=2x1-f(x) et par suite 1(0 5 1) est un centre de 


symétrie de ë. 
3 
-3x + 
Sein ep enr. 
X—-0 X X—>-00 x X—-0 
lim ша lim 4x? = oo, 


xəta x X— +00 
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Donc la courbe Z admet une 
branche parabolique de direction 
y'oy au voisinage de + oo. 

* f(0)=1 
* f(x) =0 <> x =-1. 
4) 8x? -бх+т=0 


SA dee 0 


4x 3171-7 сэ $9717 (En) 





Soit A:y-l ;lessolutions 


del'équation (E,, ) sont les abscisses 


des points d'intersection de la courbe (5) et de la droite(A) „or d'aprés 


la représentation de la courbe &,E€N\ A= (3 points) „Siet seulement si: 
1-5 e ]0,2 ө-ТєНД шєр,д| 


Donc l'équation (E. )admet 3solutions distinct 2 à 2, 


sietseulementsi : тє |-2,2[. 
5) Pourtout x eIR ;-x eIR ‚опа: 


h(x) = -4|-х| +3|-x|+1=-4|x +3|x|+1=h(x) donc h est une 
fonction paire et par suite sa courbe H admet l'axe (03) comme axe de 
symétrie, donc il suffit de l'étudier surIR, or pour x e IR ;|x|- -x 

et parsuiteh(x) da -3x +1= f(x) donc H=&, LE, avec£, estla 
restriction dela courbeÉ sur IR _ et ë, = 3 oj (E ) : 


3) D 5,()--2:х7-3х +a. 
a 
2 


Vx e IR f yx) =Z? -3et f,'(x)=0 <> x? =Ê as onre., 
a 4 2 2 
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Donc * Sia)0;alors7)-7-. 


* Sia (O;alors 7 (-7. 


etparsuite:* S1a)0: 








2) a) D'aprés les tableaux de variations de la fonction f, ; cette fonction 


admet des extremums en x = Qe = f, E 2a; f, B =0. 


2 
Donc M, EU (544) 
WE 2 
b) * SoitD, -fm, (2.0 Jiawcaem }. 


М(х,у)єр, signifie que J 2 avecaelR. 
y=0 


à : a . 
y=0 représente l'axe des abscisses et х 73 zÜcaraeIR . 


Donc l'ensemble D, est l'axe des abscisses privé du point O ( 0, 0) А 
. soip, =Í, (Jaen 


228 


Exemples d'étude de fonctions Solutions 





a 
x=-— a=-2x= 0 > 
e car aeIR . 


М(х,у)єр,'< 2 
цан е, 


Donc l'ensemble D,'est la droite d'équation у= -4х 
privée du point O(0,0). 

С) 1) £ (x)=4x? -3x +1;#, (x) e x? -3x +2. 
g,0)7f,G)-mf, (х) =(4-т)х° -3(1-m)x *1-2m. 
g'a (x) -3(4-m) x? -3(1-m). 
1” cas :m=4; g,(x)-9)0. 








cherchons le signe de J-M. 


4-m 





Si me |1,4[ alors x? = 2 (0 impossible. 


Donclesigne de g, 'estceluide4-m)0 donc g„ eststrictement 1 . 
: 1- - - 
Sime ]-.1[alors x° = „х= ын 110 I 
4-m 4-m 4-m 
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2) M(x,y)e£&, © у=(4-т)х? -3(1-m)x *1-2m 
em(ax? *3x-2)--4x? -3х+1-у=0. 
Cette équation est vraie pour toute valeur dem ona: 
-x°+3x-2=0 
4x°-3x+1-y=0 
ж x) +3х -2-0;onremarque quelest unesolution d'où: 
x? *3x-2-(x-1) (x^ +ax+b)=-x° +x?(a+1)+x(-a+b)-b. 
Ainsi a + 170 et -a+b=3 et -2—-b. 
Parsuitea —-1 etb-2;onobtient:-x^ 43x? +x 4220 <> x-1ou-x^-x +2 = 0 
On remarque que:-1-1+2= 0 d'où x'=1 etx - 5-2. 
a 
Ainsi toutes les 6, passant par deux points fixes: 
A (1,g,, (1)) et B(-2,g,, (-2)) avec g, (1)=2 etg, (-2)=-25. 
N/» f(x) =x* — x + x? - Íx + 1.f une fonction polynôme 


donc dérivable sur IR et Р(х) = 4x? - Зх? + 2x - i А 


2) a) g'(x) = 12x? - 6x + 2 
b) в (х) = 0 e 12x7-6x+2=0 © A' = 32 – 24 < 0 donc 12x? — 6x 2 > 0. 
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1 11:54 13 
limg=lim4x'=>œet limg=lim4x*=+œet р(—)=4.—-3.—+2.—-—=0 
ein СОЕ ои “лааг ad 
с) Si x adl et on a g est strictement croissante sur IR 

2 $ 
alors g(x) 28) еї SE donc g(x) 0 


: 1 : : : 
Six 52) et on sait que g est strictement croissante sur IR 


Alors g(x) € 86) еї ёс) =0 doncg(x)x0 





d LI ee lim f = lim x^ =+ œ=lim f. 
16 8 4 8 16 +o кәжә -œ 


b) * f'(1) = 2 et t= donc la tangente en 1 est : 


к= 


Т:у=# (1) (х- 1) +1) alors : y = Sen Soit T : y = E 


* f'(-1) = Pe uc donc la tangente en (-1) 


est : 
T':ysf'C1) (x + 1) + f(-1) 
39 
Т!:ус---х-5. 
у 4 x 
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c) lim Waa lim x° =+% et lim mu. lim x? =- 00 
x>- X хною x2-9 x xX-> =œ 
Alors б, admet 2 Blanches paraboliques de directeur (y у') еп +оо et -œ 


1) une fonction polynôme du 1” degré ne convient pas car elle a 


pour représentative graphique une droite ce n'est pas notre cas. 


2) a) f) 42 définie sur[0,4] et f(x) = x о (х) = 0 х= 0 





c) М eG ПЕ, у= к) et у= р(х) < f(x) = g@) et y = f(x) 


* f(x) = р(х) с-а +22 2x. 2x М eis -2x4220 & x’ -4x+4=0 


e(x2)-0ex-2ety-f2)-1. Par suite 6, NG, ={C (2,1)} 

f '(2)=-1 gQ)--1 f'2)-gQ) 

d) et donc 
f (2)=1 g(2)=1 f(2)=g(2) 
par suite б, et Š, ont la méme tangente T en C. 

f) la tangente en A est horizontale donc 
paralléle au sol la tangente en B est 
horizontale donc tangente au sol 

ainsi (1) et (2) son vérifié. 
3) P(x)=ax*+bx*+cx+d 
a) Acc S P(0)=2S d=2 
b)Bec e Р(4)=0 < 64a + 16b +4c+2=0 
< 32а + 8b + 2с+1=0 
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On a P'(x) = 3ax? +2bx +c D'après (1) et (2) on obtient P(0)20 et P'(4)=0 


Ou encore c= О et b = -6a Comme 32a + 8b + 2с+1 =0 


32a-48a+1=0 d’où s=. F et b um 
16 8 


c) h(x) = m Lx +2 définie sur [0,4] 


DA e 4) eth{x) = 0 & x = 0 où x =4 





k h"(x)= Lx 4 Е h"(x) =0 х= 2 
x 10 2 4 
h'' (x) E + 


бъ admet au point d'inflexion u point (2,1) et h' 0-2 


1) a) faux : lim f =2 => y=2 est asymptote à Ï pas x =2 
b) Vrai : limf — соо» x=] asymptoteà Ç 


c) faux : y = 3 coupe б en 3 points car sur (0, Ц on a f(x) 2-1 donc f(x) = 3 
admet 1 solutions soit même sur ]1, 3] et [3, +оо ] ona À > O donc 2 solutions. 


E J1- 
2) a) faux : lig OD cg, VE cii, ; x+] NO 
r х-1 ү x-l GD rl г "os 


puisque limx +1=2 et lim /1-x^ =0 d’où f n'est pas dérivable enl. 
r г 








b) Vrai:[-1, 1] donc définie en tout point de l'intervalle d’où c, n'a 
pas d'asymptote. 


4) faux : f(x) = Еа admet 2 asymptotes seulement x = 0 et y = 0 
x 


donc pas d'asymptote oblique. 
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ax+b ах?+Ых+с 
e: et —————— 


W Fonction rationnelle de t : 
ex +2 dx+c 


N, о) 2, D,-IR-(1). 


f est une Wo rationnelle donc elle est dérivable sur IR-(1] et on 
a pour tout xeIR-(1) ;f = LED- (st) _ 2 a 











(x-1) (x-1) 





* lim f(x)- lim == 1. 


lim f(x)» lim 5-1. 
x->+0 X— +00 x 


lim (x+1)=2 
lim f(x)=-œcar 4 *?” 1 
xor lim (х-1)=0 


lim f(x)=+œ 


хэ“ 
Donc les droites d'équations х = 1 
et y = 1, sont deux asymptotes à (H). 





e Montrons que (1,1) est un centre de symétrie. Pour tout xeIR,2-xeIR. 


* fQ- 9-2 XH 3-х. 
2-х-1 1-х 
* 24659-2123 „3-®; роғ - x) = 2 fx) 


x] x1 1-х 
et par suite I(1 ,1) est bien un centre de symétrie pour d . 
* f(0) = -let f(x) = 0 х=-1 donc f (-1) =O et f (2) = 3. 
2) Le coefficient de la tangente à H en A est f' (2) = - 
T' est tangente à (H) ayant le même coefficient directeur que T ; 


Signifie que f' (xo )= -2 ou encore 





-2 
=-2 c -2(x,-1) => 
Xo- y (X, ) 


€» (x,-1) 21e» x,-1-1 où х,-1=-1 < x,=2où x,-0 
or xo = 2 est l’abscisse du point A donc l'autre point de contact est le 
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point A’ d'abscisse 0 
e А(2,3) ; I(1,1) ;A'(0.-1). 


—(-1)—í1 байл, e 
Ai d SR En remarque queA'T- -AI. donc A, I et A' sont alignés. 








3) D :y=-2x+m. 
_х +1 
y x-1 
: x+1 
SoitM(xy)eHnrOD«4y--2x*m alors =-2x+m 


xe R - (1) 


< x + ]= (-2x + m)(x - 1) €> x + 1= -2х2+ 2x + mxc- m 
e -2x2+ x (1 +m) -m- 1= 0 (Б). 
A= (1+`m)2- 8(m + 1) = m^- 6m -7. 





* Si me]-1, 7[ ; А < 0 donc l'équation (Em) n'admet pas des racines 
et par suite H N Р=@. 

* Si тє ]-оо, -1[ Ç ] 7, + œf ; A > 0 donc l'équation (Em) admet deux 
racines distincts х! et x ' ' et par suite H "D = {М', M''] avec 

M' (x', f (x')) 

et M' '(x' ', f(x' )). 

* 51 т=-1 où т=7; А = О donc l'équation (Em) admet une racine 
double x = x' = x'' et par suite HA D = (M). 

Donc la droite D rencontre H en deux points MI et M ' 'distincts ou 
confondus si et seulement si me ~, -1] V, + : 


4) Нсур- (M', M'') pour me | оо, –1]0[7, «|. 





хх" 
x = 7 
J-M' * M" donc ar 
SPADA 
y; 2 
Or x'et x' ' sont les solutions de l'équation (Em Jet par suite : 
x' +х'' = b Itm et y' —2x' +m; y''=-2x''+ m. 
a 2 
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d'oüy'+y''=-2(x'+x'')+2m=-I-m+2m=m-1; 


_l+m 
J + 2 
d'où den eh 
_m-1 372 
авс 








L avec m e ]=00,-1[U ]7,+c0[3. 


Soit M(x,y) e E signifie que 


+ 
х=! Zeen" Ах - let par suite y =2x-lavec m e ]-o, -1[U]7, +. 


х-0 , x=2 : 
*pour m = d 1 soit A(0,-1). * pour m = 8 S soit B(2,3). 
Y= y= 


Donc l'ensemble E est la droite D, : y =2x -1 privée du segment [AB]. 


NV» а) A: y = 2 est une asymptote horizontale ас, signifie que lim f(x)-2 


+2- 
or lim f(x)- lim IND. lim S =” doncA: :y=2 est une 
xo 2x+m-5 хээ 2x 2 


asymptote horizontale аб, si et seulement si 29 c m-4. 


b) A: x =Ï est une asymptote verticale à Z, signifie que lim f(x)=+œ 
xl 


Him 2 
aaa “сс 
xor xor 2x-m-5 m- And 


pour avoir la limite +œ, il faut donc m-3 =0 <> m=3 


2) fest une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur D= IR - (e 2 
2 


Et on a pour tout x eIR- em 
2 


f (= m(2x+m-5)-2(mx+2-m) | m^-3m4 

m (2x+m-5)? (2x+m-5)? 
f m' (x) a le même signe que m? -3m -4. 
m?-3m-4-0; a-b +c=0 donc m=-1 ou m=4. 
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m -00 4 +00 
m^-3m-4 + S T 


x Qmecas:Sime]- 1,4[ alors 


* 1” cas : sime |, -1[U]4, +=[ 
fn! (х) <0 


Їл (х) > 0 








ж 39* cas: Si me (-1,4]. 
e Si m=-1; f, (x)= X12. 7X3... l pour x CIR (3). 
2x-6 2(х4) 2 
Donc Ё, est constante avec РЁ. =IR Le 
2. pour x e IR-(— 2) donc f, est constante ауес Юё, -IR-( 





IE 
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eSimz4;f, (х)= 4х 
2х-1 
3) soit М(х,у)є C, signifie que y=fm (х) © 028 
2x4tm-5 
< у(2х+т-5)=тх+2-т €» 2xytmy-5y-mx-24m-70 
€» m(y+1-x)+2xy-5y-2=0. Cette équation est vérifiée pour tout 
+1-x=0 1 
m € IR-(-1,4) si et seulement si Du 0) 
2ху-5у-2=0(2) 


d’après (1) on а: y = x-1 et en remplaçant dans (2) , on obtient : 


1 
2x(x-1)-5(x-1)-220 < 2x? -7x+3=0 d’où x = ой x =3. 


1 1 
e pour x = > ;y=-— et pour x=3 ; y=2. Donc toutes les courbes о, 


1 
passent par deux points fixes : ne "5? et B(3,2). 
5-m 


3) les équations des asymptotes sont : A: y — яс et A': 5 
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2 donc I, (Шш, 
m 2 2 


2 


Soit I, yA C A' e 





on pose Em = (I m avec m eIR-(-1,4] . 
Eck De 


Soit M(x,y) e E, © 20; (1) © 2x=5-m < m=5-2x. 


5 
En remplaçant dans (2), on obtient : y = Баг : 
* pour 1; x=3 et ! Soit J (3 : ) 
Ke m=-1 ; x= m-—, эл) 
E ` 2 2 
1 . 1 
* pour m =4 x =— ety =2. Soit K (— ,2). 
2 2 
; “РЭГ 
Donc I, varie sur une droite D : y TUNES , privée des deux point Jet K 


5) f, (Qe. m-le 1-14 donc d’après 2), f'm (х) «Oetona: 








Les droites d'équations x=2 et 


1 
Үл» , Sont deux asymptotes à Ó |. 

















х+] yall 
| | 53 si x 2-1 2 
1 X - + - + 
6) gs i= 
S + 
EE GE | 51Х<-] 
2x - 
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f(x) six e ]-1, 464 
-f(x) si x e ]-œ,-1f 
° C, = Cf si xe]-1, +. ec = S (Z, ) si x €]-oo, -1[. 


g 


V nO Lp, 02) 


+b)(x-2)+ ? 2ах-х-25-- 
E R _c _ (ax+b)(x-2)+c ax -2axtbx-2btc 
x-2 x-2 x-2 
_ ax*+(-2atb)x-2b+c aen 
x-2 x- 
а=] a-l : 
-2a+b=-1 €» 4 b=1 d'où f QUEE s 
-2btc-1 с=3 = 
2) f(x) est une fonction rationnelle donc est dérivable sur son domaine 
I 3 х2-4х+1 
IR-(2) et on a : pour tout x є IR-(2;f'Q)e1-—— = —— >> 
(x-2) (x-2) 


Donc р(х) = | et par suite: 





si et seulement si: 


Le signe de f ' (x) et celui de x? -4x +1. 
х2-4х-1-0: А-4-1-3 d'où x=2-V3 ой х-24-/3. 





3) a) * lim [f(x)-(x*1)7 lim += de même: 
X-3-—o0 х-›-= X- 


lim [f(x)-(x+1)]= lim TE donc la droite A d'équation : 
Х-э4со Ko X- 


y = x+] est une asymptote à С au voisinage de +œ et-oo. 
* lim f(x)-- et lim f(x)=+œ donc Ја droite d'équation D :x=2 
x22 x—2t 
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est une asymptote à Ç . 
y-atl 
х-2 


* Montrons que I(2,3) est un centre de symétrie de С. 


33 
Soit (х,у) e AN D S | > Ё „ donc 12,3) 
y = 


x z -2 & -X + -2 & 4-x #2 
d'où 4-x e IR-(2). 
(4-x)2-(4-x)+1 

4-x-2 
| 16-8x+x?-4+x+1 
шиг сон 
х?-7х+13 

IH” 
х?-х+] 


Х- 


e f(4-x)- 


e f(4-x)= 





6-f(x)=6- 





_ 6x-12-x"+x-1 _ -x*+7x-13 


х?-7х+13 


х-2 х-2 2-х 
D'où f(4-x)=6-f(x) donc 1(2,3) est un centre de symétrie de б. 


4) Soit (En ) : x? (m*1)x*2m41-0 €» x°-x+1-mx+2m=0 


x?-x+1 


et par suite 6 - f(x)= 





< x°-x+1+m(2-x)=0 <> =m pour tout x e IR-{2} 


< f(x)2m; soit D:y=m. 
Donc les solutions de l'équation (Em ) sont les abscisses des points 
d ‘intersection de la courbe (f ) avec la droite A,, . 


1° cas: Si me |2 -43| ор +3, +0] donc Dné={2points} 
donc l'équation (E, ) admet deux solutions distincts. 
2% сав: Sim e (2-/3:2-/3)0 ^ £-(1point] donc l'équation 

. (En ) admet une seule solution. 
3% cas : Sime D-43:2«43|;Do£-9 donc l'équation (E, ) 
n'admet pas de solution. 

5)soitD:yzm; 
D^ ¿£= (M',M'') siet seulementsi me ]E-2-45[U p.48 +o . 
Soit x' et x' ' sont les abscisses respectives des points M' et M' '. 
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x' et x' ' sont les solutions de l'équation : x? -(m+1)x+2m+1=0 ; 


Donc Zë VE ou: et y' =m;y"=m. 
a 





xx" _ m+] 
жээ 
I-M*M" > < 
X -2m n 
У; 2 yi 2 


Donc E m) avec me |-5,2-43| o [2+43,+0[ 


a) не RE ,m) avec me | —2-43| o «43, 


Soit М(х,у) eH signifie que » 2 
y-m 


* pour m=2-V3;x= 5 et y =2-4/3. soit K E 2 :2-43) 


UH = 
e 











* pour m-2-/3 х= а 22 еї у=2+\/3 . Soit L( snl 2445 ) 


Donc l'ensemble H est la droite D, : y 22x -1, privée du segment [KL]. 
b) OM'M " est rectangle en O, si et seulement si ОМ.ОМ"-0. 


Ta —. fx" 
ol | «бм ) 
m m 
OM'OM"=0. <> x'x'«m'-0 ог xx"=“ =2m+1 
a 


donc OM'OM"=0. > 2m+1-+m?=0  (m+1)=0 < m=-1 
donc OM'M' ' rectangle ч О, si et seulement si m=-1. 


а) р, = (xe IR. tel que M -2 +0} 
|x|-2=0 <> |x|=2 <> х=2 où х--2 d'où D,=IR-{-2,2}. 
x e D, @ x # -2 et x £20 -x # 2 et x # 2€» -x eD,-IR-(2)]. 


6) g TRI ix espe 


RS d = g(x) d’où g est paire. 


g(-x)=| Еа 
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1 
xtlt——-4— 
b) m 209:50) 46 x2 2 
x->0* x-0 x->0* X 
+1)(x-2)+6+(x- - - 
= lim 2(х+1)(х-2)+6+(х-2) = lim SE x(2x 1) _ lim 21. 2x-1 b. (О). 
x0 2x(x-2) хэд" 2x(x-2) хэд 2(x-2) 4 


g est paire il suffit de l’étudier sur D; c^ IR, -IR,-(2] ; 
or pour x € IR , -{2} ; g(x)=f(x) et par suite : 





x = xH = x-1 
2 : 


lim 2x*1-2 et lim (2x-1)-0' donc: 


Ç A)a)* Ki „(х= lim p 
c 


1 

х= i x-> 2 

e Si m>3 alors lim f,(x)-- + Sim<3 alors lim f,(x)}=+00 
E 42511 
2 2 


* lim f,(x)- lim zent lim (2х-1)=0* donc: 
* * 1 * 


x 3 x 2 z E 
9 Si m>3 alors lim f, (х)=+оо. Si m<3 alors lim f, Gro 
гү гү 
x 3 х > 
lim 2x+1 = +оо 
* lim f (хус lim ЗА 1 ань саг m-3 
Ez X34 2x-1 lim == 20 
x 2Х-1 
lim 2x+1=-00 
ж 2. Р m-3 à. M| 
lim f, „(x)= lim 2х+1+-———=-о car m-3 
XA X—-o0 2x-1 lim 5 p? 
X—-0 Х- 


b) fm est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur son domaine : 
1 1 
IR-{ 2 | et on а: pour tout xeIR-( 2 Ke 
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2(m-3) 2[Qx-1) -(m-3)] 
(2х-1)? (2х-1)? 
° Si m«3 alors (2х-1) = m-3 impossible. 


` х 
l €IR, 
€IR,-4— 
2 


1 
D'où f (x)z0 pour tout xeIR-( e } Et par suite f m' (x) > 0 


f. '(x) =-2- et f, (x)-0 < (2x-1)?-(m-3)=0 © (2x-1)2=m-3. 





2) e Montrons que la droite A : y = 2x+] est une asymptote oblique au 
voisinage de l’infinie. 


* Jim [f (x)-(2X+1)]= lim Eech lim [f ()-(2x+1)]= lim L A 
X—}+00 xo 2X- x—— X—>—00 


-» 2x-1 
Donc A : y = 2x+1est une asymptote oblique commune à toutes les courbes (С m) 
-00 81 +оо si 10253 
D’après l)a), опа: lim f (х)= CLE et lim f,(x)- Se є ы 
DA 2] B 4o si m« 3 “| 1 Ї —оо si m«3 
2 2 


1 
alors D : x 277 est une asymptote commune à toutes les courbes (6 ). 
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1 
e Montrons que "es 2) est un centre de symétrie pour ( Ç ). 


"xem signifie que d saa ass ЛЭ Чой ERG 
2 ^ Z 2 2 2 


et. (1) (1x) ЖЕ Lug ag I0 
2(1-x)-1 1-2x 


* AE. tech 2 =3-2x+ = 
Х- -4Х 








-5,(1-х) 
send 2. 
D'oü TS 2) est un centre de symétrie de C.A 
; WE fa (1)=0 
3) S(1,4) soit un sommet de (б) signifie que Is 
| fa (1)=4 
Or f'„ (1)=8-2m ; f. (1)=3+m-3=m | 
f '„ (1)=0 8-2m=0 NEU 
e c'est vérifiée. 
f,(1)=4 m-4 
Donc S(1,4) est un sommet de (б) si et seulement si m = 4. 


В) 1) m = 4 donc m > 3 





lim f, (х)= lim 2x = +оо; 
x— +œ x Э +œ 
lim f. (хус lim 2x =-œ. 
äm Lë -0 
Ona:A:y = 2x +1 est une 


asymptote oblique au 


voisignage de +оо; 


et АЛ E est 
2 





une asymptote verticale. 
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2) a) Hc l alors D, =IR-{ 1 }. 
2 


2x-1 





-2x*l 
f : Ї 
D'ou „(х) si хє GPS 
g(x)= | 
2x+]-—— si хє =] 
2х-1 2 


* Sixe Ee: on a:g(x)=f, (x) donc 








eSixe Ра ; ona: gii t alors g'(x)=2+ 2 520 
2 2х-1 Qx41) 





245 


Exemples d'étude de fonctions Solutions 





b) * A: y =2x+1 est ипе asymptote oblique à (Ẹ'). 
1 
•р:х= 9 est une asymptote verticale à (С). 


° g(0)-0. 
c) 
E, ):/2x-1| (m-2x-1)=1 < m-2x-1= 


m 


E 
[2x-1 


< 





+2x+1=m < g(x)=m. 
|2x- 1 

Soit Dm: y=m ; donc les solutions de 
l'équation (Em) sont les 

abscisses des points d’intersection de 
Dy et (d `) donc : 

Л саз: 
me |-0,4[;D,, ^ C (1point), donc 
l'équation (Ex) 

















admet une seule solution. 
2°" cas :m = 4 ; Dm N Ó "e {2points},donc l'équation (Em) admet 


deux solutions. 


3% cas :m e Meel D. m £^ (points) , donc l'équation (Ex) 


admet trois solutions. 
C) 1) M(x,y)a €» OM=xi+yj. 
M(X, Y), © IM=xe;+ye,. 


OM-OicIM-- 2j xvi 
x= Vx +X 
OM= SÉ +X)i-H2+2X+Y)j j or OM=xi+yj d'où 
y=2+2X+Y 


бу ENT ES d'où 2+2X+Y=2(1+X)+1+ 
2x-1 2 


2 


1 A 
et par sujiteć:y=— dans le repère R. 
ГЕР баус ЭХ р 





où encore: 2+2X+V=1+1+2X+ Í 
1+2x- 


2) T: Y-f (X,)(X-X,)H(X,) est l'équation de la tangente à Z au point 
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Mo d'abscisse X; dans le repère R'orf * (Хо) = EL. fX,- Д 
2X2 9x. 


D'où T: Y= -—(X-X,)+— ou encore 
2 x 











уыш sas а ж ва 
Se 2X, 2X, 2x1^ X, 


3) Dans le repère R”, l'équation de la courbe Ç est: Ү=1_ 





Donc les équations des asymptotes sont Dj: Y = 0 et D> :X = 0 
Car lim f(X) = 0; lim f(X) =+œ et lim f(X)- - oo 
Ate х-»0" x->0* Á 





Ona: 
= 122521 
° M(X,Y)e D aTe 1 1 — -— X+——=0 
Y=- X+— 2х2 X 
2X?, X, X 0 


€ X-2X, d'où D, ^ T-(AQX,,0)) 
* D, QT BC). Montrons que Sy, (А)=В. 
5 0 


XX, 2XQ80 2 


2 2 ? 
TN 
оа MEE NM 
2 2 c 


or M,(X,;f(X, уку эх?) donc A*B-M, d'où Sy (A)-B 


et par suite la os « P » est bien vérifiée. 


A) 1) £,6)- 99^ pr ав 0). 
Х- 


a) fa est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur 
son domaine 


IR-(1) et on a pour tout xe IR-{1}. 
(2x+m)(x-1)-(x*+mx+4) _ x? -2x-m-4 


f. (хус 
aC ) (х-1)? (x-1) 
2 
БУЛ ах oet EE 
xl xol x-1 
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-00 -5 +оо |: -00 1 +00 


ssp - 9 +j qe] 9j 


lim (х? +mx+4)=5+met lim (x-1)-0. 
Donc il est nécessaire d'étudier la limite à droite et à gauche en 1 ; 
Bt on a lim (x-1)=0 et lim (х-1)=0*. 
xL хэ 


1° cas: m-5. 


—o si me ] 5,+=[ +œ si me La + co 


D'où lim f = t lim f = 
KEE m (x) ni si m e ]|—®,—5[ TER mC) E si m € |-c,-5| 
2 
gème cas : m-5 5 т^ X4 - im DGA) _ Š 
x->1 x-1 x=>1 (x-1) 


2) f'm (x) = 0€» х? -2х-т-4=0 ; A' =m+5. 


f, admet deux extremums si et seulement si m+5>0<>m>-5 et dans ce cas 
f' (x)=0 < x'=1-Vm+5 où x"=1+/m+5 
m 
X ' 


-00 x 1 x! +œ 





3) a) М(х,у) eG, © y=f„(x) 
€» x*+mx+4= y(x-1) pour tout x e IR-(1) 
<> mx+x?+4-yx+y=0; cette équation est vérifiée pour tout 


. . х-0 х=() 
me IR si еї seulement si 4 , e 
x +4-yx+y=0 y-4 

Donc toutes les courbes Cm passent par un point fixe А(0,4). 
b) Soit T : y = f' m (0)(x-0)-4. 
T : y = f '„(0) x - 4 est l'équation de la tangente à Cn en T. 
T ait pour coefficient directeur (-3) , si et seulement si : 
f 'a' (0)=-3 © -m-4=-3 e m--1. 
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sm tiem 2 20 
хә+о x x-] 
de méme lim [f(x)-x]-0 





donc y =x est une asymptote à C 
au voisinage de+oef — oo 
e lim f(x)=+œ et lim f(x)=-co 

x21 xol 


donc x=1 est uneasymptoteà C. 


2 

= - -x+ 
E alors f(x) = ах+1-а <> хэ 

y=f(x) x-1 

où encore х?-х+4=(ах+1-а)(х-1) < (a-1)x*+2(1-a)x+a-5=0. 

A'=(1-a)?- (a-1)(a-5)=4a-4. 

D,coupe C en deux points distincts, si et seulement si: 

A' > 0 où encoreda- 4» 0<а> 1. 

b) хчх"-8-22:2-2 et 23 

a-1 a-1 

Soit T' :у = f '(x')(x-x)+f(x').et T":y=f (x")(x-x")-f(x"). 

T 7/T";si et seulement si f '(x')=f х"). or x' = 2- x" 
fx = x -2x'-3 х? -2x' -3 _ (2-x") -2(- x"+2)- 3 

“(ху 1) (2-x"-1)? 





=ax+1-a; 


2) a) Menace 
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_ 4+х'®-4х"+2х"-4-3 _x"?-2x"-3 _ 


: Ек") d'où TATA, 
(1-x") (х"-1) 


3) а) g(x)= -x+ si x e ]-%,0]. et g'(x)= Lap 





4 
x+ +4 : 
-х2+х+4+4х- 
b) lim ESES) юм g(0) = lim _ | M| X=Ï рр 014144 
x07 x30 X x30 x(x-1) 

x i -x+ 
-lim X SX _ Эн xCxt5) _ =g (0). 

хэс x(x-1) хэс х(х-1) 2 


4 
x+— +4 7 
lim 209-80) g(x)-g(0) _ lim _ 31 = fim À -x+4+4x-4 
x—0* X x—0* x x—0* x(x-1) 

х?+3х x+3 
li = lim == -1 = g,'(0) alors g ,'(0) = g,'(0). 
lim 5 эу Ву = -1 = (0) alors (0) # 8,0) 





Donc g n'est pas dérivable еп 0 d'oü C'admet en 0, un point 
Anguleux. 


c) lim [g(x)-(-x)]» lim += donc y =-x est une asymptote 
X—— хэ-о Х- 


а С’ au voisinage de (-оо). 
Si x > 0 => g(x)=f(x) donc si x e IR,; С=С. 


m Fonction irrationnelle de t е: Jax +b 3 ax? +bx+c 


Ç 1) f est le produit de deux fonctions dérivables l'une sur IR (x 5 x^) 


et l'autre (x > Jx ) est dérivable sur 10,4-0| 
donc f est dérivable sur 19, -roo[ 


et f'(x) = 2x (а - doen e- Мх) = x 


d’ou f'(x) = Zia- 54x) 


2) Le signe de f' est celui de 4a - 54x car x > 0 
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1602 
25 





Да -54x = 0 < 5Vx= да x= 





2 
Six > E alors Vx > 22 = 4a - 54x « 0 





2 
Six < E alors Vx < 22 = 4a - 54/х > 0 


on obtient : 





An - 5 





3) Le coefficient directeur de T est f' (1) = 


Le coefficient directeur de D est 3. 
T et D sont parallèles si et seulement si f'(1) =3 


‚ 4a-5 11 
soit ——— —3 ou encore а=— 
2 4 


ND 2x-1 Ї 
No 1) pour tout x € IR ,£ (x) =—= et f'(1) == 
2Vx°-x+1 2 


comme f(1) = 1 l'équation de la tangente en 1 à Z, est 
T:y=f'(1) (x-D +f(1) 


1 1 
Т:у= —x+— 
: 2.42 


* pour tout x € IR. , в) =- 2x41 


alors g'(1) = -4 +1 => comme g(1)=1 

donc l'équation de la tangente à Z, en 1 est 
T':y=g'(1) (x-1)+g(1) alors T':y- Àx => 
Par suite T = T'donc Z, et С, sont une tangente comme D d'équation 
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y == x +2 au point d'abscisse 1. 


2) e Etude de la position de Ç, et T: 
1 ЁЛ qe dob eb opa с 
X —-—x'x4—-—x-— =-—х°+ —х-—=-(—х--—)*<0 
AE 42 2 72702 17272 
=> 6, est au dessous de D. | 


e Etude de la position de Z, et D. 
1 ` аи -x+1 -(2x-1). ———— 


х?-х+1 


342 NUR once 


car х?-х +1> 0 puisque A——3«0 donc С, est au dessus de D. 
2х - 1 


2Vx?-x+1 


le signe f est celui de 2x-1 


3) f'G)- et Г(х)= 0 2x-1=0 < x= 1⁄4 





lim x*- x + 12 lim x’= +оо, 


Ix | | to 


b) lim (ко - (x D} lim Jx^-x +1 -x + 2 
2 
(Vx*- x +1-х HIC? x+ 1+х-5) Vx*-x +1 x xy 


= lim ——ə ^  ———r lim 


SKS Vif CUT Jx2- x +1 tx 


x!-x +1-x x 
= lim ———————— 


X— +00 lx? х+1+х- y lim Wem Lx V -х+1+х 23 


- 
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car lim Vx?- x + = 4o et lim x-2 =+ 


xX->+œ0 


donc y =x 4 est une asymptote en +оо pour C, 
2 y 

1 HEWER „(ку 

с) lim 1 х) tx- DE lim — 2 


éd rt 
2 











3 
sea o => 


ec d age 
2 


: : Ї 
car lim Nx/- x +1 = +оо et lim - x-+—= +оо 
X—— x—— 2 
] ; А 
donc y=- gv est l'asymptote à Z, еп -co. 


4) c, est une parabole de sommet S (2, 2 d'axe de symétrie (S , j 


1) pour tout xe IR , 1 + х? > x? 


d'ou Мх | ainsi V1 x? >x et x^» -x 
par suite : V1+x?-x »0et Lex? «x» 0 
*J1+x?-x>0 
(Gil a ste Ne sQ 
2) a) g(x) = 2x- V1+ x? 
x 2414 x? =x 


2x 
Vx €IR ,g(x) =2—— = =2—-——— =—— —- 
| 2V1+ x? М1+ x? V1+x? 


car d’après Іа 1** question on a 2V1+x°? -x 20 
par conséquent g est strictement croissante sur IR. 


b) р(х)=0 < 2x -V1 x? 20e 41-4 x! = 2х 


+у2= 2 _ 
e цагны o SE = х= [И dou 8 = E 
2x 20 x20 
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: 1 : : 
c)*six < 2 et g est strictement croissante sur IR 


alors g(x) € [b et гүр -0 donc р(х) 50. 


1 1 : : 
*Six2 E et g est strictement croissante dur IR 


alors g(x) > g qb etg үр -0 donc g(x)>0 


d'ou: 





3)a)* lim f = lim 2y14- x? -x = +оо 


car lim 1+ x? = +оо еі lim — x = +оо 


Lie deel X—>—00 


* Jim f = lim 2V1+ x’ =x = (+оо —co)F.I 


: 1 : 1 
2 lim 2 (+=) -x= lim x(2/1+=> -])24e x12 +0 
` v 


_ _ 2X = ZE VI | g(x) 


2x 
EE EE 
2V1+ x? 1+х? М1+х? М1+х? 


с) Le signe de f' est deg: 


b) f(x) -2. 











4) a) lim f(x)-x = lim 2/14 x? -x -x = lim 2414х7-2х 
х +0 X—+00 


xo 
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- lim 1 2(V1+x° -x)= lim , CU saa — 


+ 2. 2 
= lim пы lim run UT car lim J14- x? = +оо et lim x = +00 
x+ 19x? +x Ate Ї1--х2 +x X400 X->4+00 
donc y = x est une asymptote en +œ par G, 
b) lim f(x) + 3x = Jim 2414 x! -x + 3x 


= = lim 241+ x! + 2х = lim ESA +x) 


(V1+x* +x)(V1+x* =x) _ lin2 1+х2-х? 


= lim 2 
EMT 41-х7-х x7 AT4X?-x 


= lim ect du car lim A14 x? = +оо et lim =x = +оо 
X-—0 П+х?-х X—>—00 
donc A est une asymptote en -œ pour С,. 
c) * Position С, et A : 5) 
f(x) + 3x =2(V1+ x? + x) »0 
d’après Іа 15" question 
М1+х?+х > 
donc б, est au dessus de Л 
* Position б, etD:y=x: 
f(x) x = 2(V1+x°- x) > 0 d’après 
la 1** question : 
donc С, est au dessus de D. 


М» *x?-6x+5=0 
a+b +c = 1 -6+5=0 
donc x=1 et x=5 sont ces racines. 
X -00 1 5 +оо 


Е сасна I 
* f est définie si et seulement si x^- 6x 4520 
D, =] 9,1] U[5, -oo[ 


2e*excD,oxxlouxz5 
-x2z-lou-x<-56-x25ou6-x<16-xeD, 





e Montrons que f(6-x)-f(x) 
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f(6-x)- (6 — х)? -6(6-х)-5 
ш-467-12х-х7-6 +6x+5 


= Vx?-6x+5 = f(x) 


donc la droite A : x = 3 est un axe de symétrie par €. 


3) lim ÍS + : Ж) im J G^) - 6(5 +h) + 5 -0 





10% h-0* h 
2 
+ 
= lim b h or h> 0 
һо“ h 
= lim шин = lim ын лын car lim Vh+4=2 et lim Уһ =0* 
> -0 ->0* -»0” 


donc f n ‘est pas dérivable en 5 par suite & admet une demi tangente 
verticale au point d'abscisse 5 dirigée vers le haut. 
4) Comme x°-6x+5>0 sur |5,4о0| alors f est dérivable sur ]5,+co[ 

at fiie 2x-6 _ x-3 


— = = —— — » 0 puisque x>5 -эх-3»2 
24x-6x*5 Vx?-6x+5 


d'ou f est strictement croissante sur ]5,--oo[ 
x =3 étant un axe de symétrie pour С alors f est strictement 
décroissante ` sur]-oo, 1] 


5) lim f = lim Vx? - 6x + 5 = +оо 


X> +0 x—>+%0 


car lim x?- 6x +5 = lim x? = +00 


6) lim (f(x) - (x -3)) = lim Vx*- бх + 5- (x - 3) 
ЕА [Vx^- 6x 5 - (х- ][V x/- 6x+5 + (x-3)] 
шан 4x? - 6x 5 +(x-3) 
2 2 
= lim X -6x+5-(x-3) 


: -4 
M = Jim -0 
xte Х2бх-5--х-3 х2 Қх)+х-3 


= 0 puisque lim f(x)+x —3 = +оо 





d'ou la droite D, : y = x-3 est une asymptote à Ç en +оо 

* d'aprés la propriétés de la symétrie de la courbe D; symétrique de 
D, sera l'asymptote à Ç en -œ. 

А(3,0) є D; on aussi l'axe de symétrie donc А єр, 

B (4,1) єр, son symétrie B'(2,1) єр, 
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D; : y = ax +b 
AcD,«0-3atb (1) 
B'e D, &1=2a+b (2) 


ainsi Dj: y=-x +3 
7)х | -œ 


1 5 
fa | - J SSS) Í 
-Foo ~ Too 


d'ou(1)-(2) donne a = -1 et on déduit que b = 3 


+оо 





ах? +bx +c 
dx? +ex+f 


m Fonctions rationnelles de la forme : 


N ds bx+c 
Pour tout x € IR, g'(x) = 2ах + b 
g(l)2--I e 2a+b=-1 © b--1-2a 
g'(2)21 < 4а +0 = 1 on remplace b par sa valeur on obtient 
4а—1—2а= 1 © 2а=2 © a= ] par suite b = -3. 
* l'équation de la tangente T en 1 est 
y = (1)0-1)44(1) or аё (1) --16: 61) zac berczc-2 
у=-х+1+с-2 d'où Т:у=-х-1+с 
A(2,-20) e T= -20=-2-1+с © с= -17 
On a donc р(х) = х? - 3x – 17 
2) h(x) 2 rx? + sx + t alors h'(x) 22rx +s 
* La tangente en 0 a pour équation T : y = h'(0) x + h(0) 
ог h(0)=t eth’(0)=salors T:y=sx+t 
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BO, -14) e T e -14 =t 
С(,-16) e T eG -16=s +t => s--2 
*h(l) 2-15 @ r+s+t =-15 @ r- 14-2 = -15 допсг= 1 
on a donc h(x) = x? - 2x - 14 
3) a) f est définie si et seulement si h(x) #0 
x -2x- 1420 
А'=1+14=15 
x =1-\]5 etx" 21415 
Df -IR - (14 15,1-415 | 
b) f est rationnelle donc dérivable sur Df 
L'a) = (2x -3) (x° -2x -14) - (2x -2) (x? -3x-17) х? +6х+8 
(х? -2x -147 (х? -2x -147 
c) Le signe de f((x) est celui de x2+6x +8 puisque (x*-2x- 14 »0 
f'(x)=0 < x +6x+8=0 
шэг etx'! =-3 + 1] =-2 


EAE 1-415 14-415 
f'(x) 0 de eo. IE 


Б 
МЛ, f est définie si et seulement si x? — 4 z 0 
2 


x*-4=0< x=2 oux=-2 d'où DfzIR-(2,-2) 
2) f est une fonction rationnelle donc dérivable sur Df et 
2x * 2) (x? -4)- ? -2x- 2+x+ 
f (x) =! x+2)(x 2 CIMS 2x 3) _ > I x e 
(x? -4) (x? -4) 
car (2 - 4 > 0et х? + x +4 > О puisque A = -17 > 0 
par suite f est strictement décroissante sur Df. 
х? *2x-3 


3)* Jim f(x)- lim Eam) p X | 
|x] >+ x -4 [x x 
= y = 1 est une asymptote en +œ et en — орош б 


* lim f(x)=+ оо car lim x° +2x-3=5 et lim x? -'=0* 


x22* x22* 











de même lim f(x) = — 
o 


lim х? * 2x -32-3 
PM = P limf(x) 4 co 
lim х -4-0 Су 


хә (-2) 
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lim x° +2х-3=-3 
lim x^-4-0* 
х- (2) 
donc x 22 et x = -2 sont deux asymptotes de б. 
4) * i 


=> lim f(x) => o 
Су 


Met еде 27, В 
у= {х) y=0 


f(x)=0 & x=1 ou x=-3 
tr N(o,1) = {(1, 0),(-3, 0)}. 
+ е(1)=-4 E 2 
3 5 


* 


Cr n (o, j) x (е r) 





* PO) =-5. 


5) (1 т) x? + 2x — 3 + 4m = 0 équivaut à m(x? - 4) = x? + 2x - 3 
comme 2 et —2 ne sont pas solution de l'équation alors elle est équivalente à 
х? +2x-3 
x!-4 
l'équation admet autant de solutions qu'il y a de points d'intersection de б, 


=m Soit f(x) =m 


et la droite d'équation y = m. 
0 Si m = 1 alors l'équation admet 1 seule solution. 
U 51 т 1 alors l'équation admet 2 solutions 


+ 
Z 1) lim f(x) = lim tuc qa 


x+ x^-2x +] "im^ 


= y = a est l'asymptote en +x comme y = 1 donc a = 1. 
* Оєб © f(0)=0 & c=0 ; 


(ax+b)(x-1)*-2(x-1)(ax? * bx +c) 





=a 


“Бодь 





(х-1)* 
f' (0) = b + 2c orf'(0) 2-2 par suite b + 2с = -2 orc = 0 donc b = -2 
2 
on a donc f(x) = 2 = 
(x -1) 
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2) f est définie si et seulement si (x ~ 1) z 0. Soitx z1 donc Df 2 IR- {1}. 
2 





* lim f= I. * limf(x)= lim 5-1. 
+ Š — х--оХ 

* Jim f(x) - lim XÊ =- оо car lim x? -2x=-1 et lim(x —1) =0* 
хэ! x21 (x -1) x21 x21 


3)a)Pourxz 1, f'(x) = (х-1)* 


2(x-1y-2(x-2x) 2 
G4» => («D 
25. 2 
G-D' (-D'G-D 
alors le signe de f'(x) est celui de (x — 1) car (x - 1) > 0. 


f'(x) = 





b) (х) = 








4) T: y = f'(0) x + f(0) 
T : y =-2x 
* lim f =lim f 21 = y=1est une asymptote en + œ et en — oo de Ç. 


* limf =+%—x = 1 asymptote de б 


— ——— 
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Fonctions trigonométriques Résumé de cours 


Chapitre VIII 


Fonctions trigonométriques 


Ensembles de définition Fonctions 
continuité et dérivabilité dérivées 


xi»-asin(ax +b) 


e Fonctions: 


x2 tg(ax+b) xia (L*-tg? (ax +b)) 


ах+Ь#-—+Ел,Кє7 


mm _ 
cos” (ax +b) 


xi»cotg(ax-b) | x> -a (1+cotg?x) 
ax +b=kx 


ou x 


-а 
е sin” (ax +b) 


e Limites: 


R Périodicité d'une fonction : 
e Définition : 
f est définie sur D juste il existe un réel T, strictement positif et le 
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Fonctions trigonométriques 






T est appelée période de f : 


Fonctions 





" Domaine de d'étude : 
* Si f est de période T alors Dg le date d’étude est 
De = [a,a+T] ^D, 
















Si f est paire alors la droite 
d'équation 
x=0 est l'axe de symétrie pour 


2 


Comment représenter : 
gx — f(x)+b 
M(x,f(x)) e 6 ;M'(x,f(x)+b) e 6, 


MM '-bj donc С, =t,;(6,) 





Réflexes : 
Situations 








limf 2— 


xa 





plus petit possible tel que : Vx є D;x+T e D et f(x T)-f(x). 





Résumé de cours 





Fonctions 


Cos (ax+b) 
Sin(ax+b) 


te(ax+b) 


Si f est impaire, alors 
l’origine du repère est 
un 

centre de symétrie 
pour, et Dr=IR, 


Comment représenter : 
g:x > f(x-a); 


M'(x,g(x)) € С,5 M(x-a.f(x-a) e ç, 


MM'=ai alors 6 =t ;(Gr) 








Réflexes 
1) simplification 

2) se ramener au théoréme sur les 
limites. 

3) utiliser le nombre dérivé 

4) changement de variable en posant 
h = x-a. 














| Signe d'une somme de termes 
hybrides 

(exemples x+ sin x, -x +sin x). 

Déterminer un minimum on un 


| maximum de f. 














Dresser le tableau de variation de f 7 
Tel que f(x) = expression dont on 
veut déterminer le signe_ 
Etudier le signe de f'(x). 
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Fonctions trigonométriques Enoncés 


ENONCÉS 


V Calculer les limites suivantes : 




















in3 -si . t 
Ü lim sin 3x 2) lim sin 3x-sinx 33 Ür gx 
x0 4x x30 x x39 X COS X 
4) асга Sy et gim Ол 
x0 tg X f x->0 2 sin x x-+0 X 
? si t 
7) lim sin” 2x 8) lim? 9) lim 8х 


x>01-cosx x>0 ]-cosx x39 [1-cos 2x 


2 Déterminer les limites suivantes : 





+ . 2 -1 
1) lim x bd 2) lim шон 3) аА 
xe x xn (x л) хэ? Sin3x 
3 
*N3sin2x- | + 1+ 
Á mi cos2x “З sin2x 1 Sidi sinx-tcosx 6) lim 2cos2x 
С: 2соѕх -1 HE. T хэ" 1-2cosx 
3 4 X+— 3 
4 
7) lim => Sox 8)lim tg 3x. tg2x. 
кэз cos 4x x 


2 


N , Calculer les limites en 0 des fonctions suivantes : 


ji Байн ээн бэ ши -sin x 2) 
res 4) x(1-cosx) 


sin?x sin3x-3sinx 


tg X -sinx 


Calculer les limites suivantes en utilisant le nombre dérivé : 


. tgx- : 2sinx- 
D е асе 2) tig 292-1 
x33 COSX -COS a 2 кэл tgx -1 
3) lim мах -созх 4) lim E ee -1 
x5 x- pA хэд 3cosx-sinx 
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\/ Soit f définie par 
f(1)=0 


1) Montrer que f est continue en 1. 
2) f est-elle dérivable en 12 


? AX . 
sixzl 





Q Calculer les dérivées des fonctions suivantes, les ensembles sur 
les quels sont définit ces fonctions, sont supposés convenablement choisis. 
e l-cosx cos X 
1) fx) =Зѕіп?х +4cos*x 2) f(x) ———— 3) f(x) =— n 
COS X sin x +cosx 


sinx COS X 





SENE 





5) fx) = x'tgx (x 0) 6) f(x) = 


N/ 1) déterminer l'approximation affine de sin (2+) pour h proche 
de 0 associé à la fonction sinus. 
2) On rappelle que 1 correspond à TE radians 


Déduire une valeur approchée de sin (31?) 
Comparer la valeur trouvée avec celle donnée par la calculatrice. 


Vrai -Faux 


Dire si l’affirmation est vraie ou fausse 
Justifier votre réponse. 
1) f définie sur IR par f(x)=2x+sin x alors f est croissante sur IR 


: . : А ЭТ 
2) La fonction sinus et cosinus ont le méme nombre dérivé "e : 
3) La fonction définie par : f(x) 2 cos x - sin x 
pour tout x € IR, f'(x)= - cos x — sin x 
4) La fonction f définie sur IR par 
f (x) = -sin x+3 est bornée sur IR 


5) La fonction f définie sur IR par f(x) 2 x cos x 
pour tout x € IR , f' (x)=-sin x 


БЕ définie sur [0, n] parf =E E a =2. 
. | 3 4 4 
sin2x.cos шил 
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Fonctions trigonométriques Enoncés 
1) Déterminer D le domaine de définition de f. 


: 3л T 1 
2) Montrer quef est continue en T en déduire que f est continue sur D. 








3) Montrer que pour tout єр, опа f(x) = el E - : | 
2 \sinx cosx 


4) a) Montrerquef est dérivablesur D - a ; 


et que f(x) FA Cr s 


sin^x.cos? x | 
b) Dresser le tableau de variation de f. 


TE NE : 1 . T 
c) Ecrire l'équation de la tagente à la courbe de ë, au point cp 


3 
NU/soit f définiesur IR” par g(x)=sin x -x 1 


1) Etudiersuccessivementlesensde variation etlesignedes fonctions: 
g";g"; g etg. 


2 
2) En déduire que pour tout x 20,0na 0<x-sinx < = 


МУ soit g définie sur IR par g(x) = a sin 2x + b(1 + cos2x). 
1) Déterminer a et bsacant que g(0) = 243 et que g admet un extremum au 
point 2m 
12 
2) On posea--1 еїр-4/3. 


a) Montrer que V x e IR, g(x) = 2cos (х +z) +3. 


доо 2x EINE 2c05[ 2x zl 
— et lim Я 


b) Calculer g'(x) et déduire: lim 
x20 X xci T 
6 


2cos E +z) +. 
с) Calculer lim ———— ———— —. 


э2 2X+T 
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d) Etudier les variation de g sur [0,7]. 
1+2 соѕ2х 
reel 2x gi 


a) Déterminer le domaine de définition deh 
b) Calculer lim h(x). 
x 
f définiesur[0, x] par f(x) =a соѕ°х +b cosx +c. 


a,b,c trois réels données, ë la courbe de f. 


1) Déterminera ,b etc pour que ¢ passe par A (0,2) et Bis, 0) et possède un 


3) Soith définiesur [0, x] parh(x) = 


л 
extremum en 3 : 


2) On posedanslasuiteque а=4; b=-3 etc-1. 
a) Calculer f '. 


b) Montrer quel É A ) est un centre symétrie pour &. 


c) En utilisantle nombre dérivé, calculer lim NS д); 
хэт X-T 


NY soi la fonction Ё: E ri — IR;x ЗЭН? PE 


no^ X sinx+cosx cosx 
1) Déterminerledomainededéfinitiondef. 


2) Montrer que la droiteA:x = 2 est un axede symétrie pourë,. 


3) a) Montrerque хе D ;sinx-+cosx)0. 


b) Calculer lim f(x)et lim f(x). 


х 
Al x>| — 
4 4 


4) Dresser le tableau de variation de f. 


{4 Soit (о, A un repére orthonormé direct du plan et le point 


A(2 , 0), on désigne par ë le cercle de diamètre [OA]. 


1) a) Trouver une équation du cercle £ dans le repère (o ‚1, j) ; 
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b) SoitMe &, on note g une mesure en radian , de (ОА : OM) : 


avecue |Z, 2! Montrer que OM = 2соѕа. 


2) OnsupposequeMe &-{0,A} telque0(a(7. 


On note H le projeté orthogonal de M sur (OA) : 
f(œ) désigne l'aire du triangle OHM. 


a) Montrer quef (z) => sin 2a +È sin 4a. 


b) Etudierles variation de f sur b A 
c) En déduire la valeur de œ pour laquelle l'aire du triangle soit maximale. 


i +2sin2a- f 
3) Calculer jio mi r et lim (9) 


эт An -п x0 АЛ - cosa 


Nä Soit la fonction f définie par f(x) = 2cos( +7). 
1) a) Montrer que la droite Ахт est un axe de symétrie pour la courbe C; . 


b) Montrer que le point A (20 ), est un centre de symétrie pour Cf. 


| 


c) Montrer que l'on peut restreindre l'intervalle d'étude à ` 


nia 


F. 
2. 
2) a) Etudier les variations de f el 2 zl. 


b) Construire Ce. 


Soit la fonction f , définie par f, (02-208 . On désigne 
x+c 


osa 
par б, la Courbe de f, dans un repère orthonormé. 
1) Pour a # kz avec k e Z. Etudier les variations de f , selon les valeurs de a. 
2) a) Montrer que Ç , admet un centre de symétrie L. 
b) Déterminer l’ensemble décrit par les points I, , lorsque a 
Vraie dans : IR (kz; Кє Z}. 


3) On prend a= 2 soit la droite A:y=-x+m. 
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Fonctions trigonométriques Enoncés 


a) Discuter suivant m le nombre de point d'intersection de Ç. etA. 
3 

b) Dans le cas où on a deux points d'intersection P" et P”, 

Montrer que OP OP: est constant lorsque m vraie. 


f(x)- 2cosx qo x 
Ni considére f : IB 2 - IR;x > п-2х 2 
2: 2 


Коул 





1) Soit la fonction U : E el -> IR;x > созх+х-—. 


a) Etudier les variations de U et en déduire que vx e RA on a U(x) > 0. 


b) On désigne par @ la fonction définie sur = z par : 


(л- 29 


ф(х) = 2cosx +=" +(2х-л). Etudier les variations de @ et еф. 


En déduire que Vx є E ф(х) S 0. 


c) Déduire que pour tout x e Ë Eh us GM < f(x) < 1. 


2) On pose g(x) = 2cotg x + 2x-zpourx € BAD? 
Etudier les variations de g et en déduire le signe de g(x). 


3) a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en = ; 


2sinx 


b) Montrer que vre BZ um; f'(x)- (12 Sief .g(x). 


c) Dresser le tableau de variation de f. 
d) Tracer la courbe de f. 


Ns / Soit f:IR_,IR;x > COSX.SINX 
(1+соѕх)? 


1) a) Déterminer D le domaine de définition de f. 
b) Etudier la parité et la périodicité de f. 

2) a) Montrer que f est dérivable sur D. 
b) Calculer f' (x). 
c) Exprimer f' (x) en fonction de cos x. 
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3) soit g la restriction de f sur [0, л]. 
a) Etudier les variations de g. 
b) Tracer la courbe de g. 


\u9/0n considère la fonction f ЛК => IR; x > шигээ 
-m+2cos2x 


On désigne par Ç „ la courbe de f, dans un repère orthonormé. 
1) Caractériser fo et représenter C, sur [-л,л]. 
2) Montrer que toutes les Z, (m z 0) passent par des points fixes 
que l'on déterminera. 


3) Déterminer la valeur de m pour que Ç, passe par AS o ). 


4) On prend m = 1. On définit ainsi la fonction f(x) .1*€992x . 
2cos2x-1 
a) Etudier la partie et la périodicité de f. 

b) Déterminer I le domaine d'étude de f. 


c) Déterminer les variations de f. 
d) Tracer б la courbe de f ESI 
2 


5) soit в(ху- 1+3112х A Ó sa courbe. 


2sin2x-1 


р á Tr 
a) Montrer que Ó ` se déduit de С par translation de vecteur yu 


5 


b) Déduire les variations de g ЭГ Zon, 


(О,ОА,ОВ) est un repére orthonormé . M une point du quart du cercle 


trigonométrique la tangente M coupe l'axe des abscisses en K et l'axe des 
ordonnées en L. 


Le but du probléme et de trouver la position de M sur l'arc AB telle que 
la longueur KL soit minimale. 


1) On note а l'angle (ОА,ОМ) d 








a) Montrer que OK= et ios 
cosa sina 
b) En déduire que LK= OK. OL- —}— 
cosa sina 
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2) soit g la fonction définie sur]o, Z [раг g(a) = ————— 
2 COS Œ sino, 


a) Calculer g ' (а) 

b) Dresser le tableau de variation de g 

c) En déduire le valeur de pour a la quelle g admet un minimum. 
Quel est alors ce minimum ? 


NV t est la fonction définie sur IR par f(x) = sin 2x + COS X. 
Ç étant sa courbe représentative dans un repère orthonormé. 


1) a) Montrer que f est périodique de période 2x. 
b) Montrer que l'axe des ordonnées est un axe de symétrie pour Ç 


2) a) Déterminer la fonction dérivé de f 
b) Etudier le signe de f'(x) sur [0, z] 
3) a) Dresser le tableau de variation de f sur [0, x] 
b) Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet une solution unique œ dans 
(0, л]. Donner un encadrement de z d'amplitude 107. 
c) tracer la courbe de f sur (0,1, puis sur [-z , x] 


NY: la fonction définie sur 10.2) А us кашу 
T 


1) a) Déterminer les dérivées f' et f". 
b) Etudier le sens de variation de f'. 
2) a) Démontrer que l'équation f' (x)- 0 admet une unique solution « 


T 
dans [0,— 
[ AL 


b) Déterminer les signes de f' (x) sur [0,71 
3) a) En déduire le sens variation de f. 


b) Démontrer que pour tout x € 0,2] , хх 2 X. 
Л 
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Fonctions trigonométriques Solutions 
М» lim sin3x -lim 1 sin3x_3 
x>0 Дх x—0 ER X E 
2) lim sin3x-sinx -lim sin3x 2 sinx 22553 
х-»0 x0 X X 
: t : 1 . l- . l- 1 1 
3) lim 8х -lim gx =1. 4) lim GE “Huari == x—— =, 
x20xcosx *>0 x cosx хэд tg X x0 x tgx 2 
2 
x 
: t 1 
Sestri o ue E. Y 
xo02sinx х0 3 x snx 2 
x 
. | 1 ` А 
tgx- . COS X е L 
em gx шим sp -lim 20 COS X 
x0 X x20 X x0 X COSX 
. Si 1-cosx 
x30 x X COSX 
s. 2 HK) 
. Sin 2X .. sin 2x 1 
7) lim — lm—-. 
x0 1-с08Х x0 X 1-cosx 
x? 
B x/sinx 2 sinx 
x20 1-с08Х x20 ] -cos x 
x2 
9) li 


"lim 
x29 4/2 sin x 





* lim- 


x30 V2 sin X x0 V2 cos X 


хэй A COS A . 


Laine) (1- 2sin? x) 
ys 

: X 1 

lim — = 


(és) 2. 


X 


= т =-= 


n'existe pas. 
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Gees "Be 


tex 


g 
donc lim ——=—, 
Sc T (хэд J1-cos2x 


Fonctions trigonométriques Solutions 


Ad : Ч? 
МД х?ѕіп — se présente au voisinage de +œ sous la forme co x 0. 
x 


1 . 1 
Car — tend vers Оеї donc an — tend vers 0. 
x 


x 
d 
Жас 1 sinx 
2 зог lim —-0etlim——— =1 


хэ+о у x20 X 


: = < A : 
lim x? sin—- lim x. 


X—+00 X x->+œ0 





zé | = 


| z Ï 
lim x? sin—=--o. 


X00 x 


7 л 
2cos| 2x-T |-1 2cos 2| X+ |.E 1.1 
| 3 | 33 | 
hRm—— = цр 
T 


xt 2cosx-1 x30 


2(cos 2x .cos —-sin2x. sin Ï)-1 
à .. 
x20 л. . T 

2| coss cos Z sin x.sin |-1 
3 3 
cos2X -1 sin2X 
Lim S082X- 3 .sin 2x -1 _ 2X 243 Х 20243 _ 


хэд cosx-.f3sinx-1 со8Х-1 75 sin X 0-13 
| X X 





sx n Р И. 
2) lim z Se présente sous la forme indéterminée — . 
хәт = T) 0 


On pose X = x - 1 ou encore x= X+r ;x -> z alors X — 0 


1+cos x _ 1+cos(X+r) 1-cosX 1+cosx ,. l-cosX 1 
—— alors Tim ЗҮГ 27526 
(х-л)? (X) x? хэл (xt) Хэ? X 2 


2cos x -1 Е а NU 
3) I se présente sous la forme GE A 
n3x 


x=>Z SI 
3 








On pose X = x eg encore x= Ee -» = alors X — 0. 
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2cos(X+T)-1 2[cosX.cos Z -sinX.sin Z 1-1 
Sime = gi 
X30 sin(3 Xx) 





. 2cosx-l , 
lim— = lim 


cos Х-/ЗашХ-1 =lim -cosX+/3sinX+1 





= Dm - - 
X320 sin3X X20 sin3X 
1-cosX sinX 
-— 1-cosX-"/3sin X =} +3 X . 0-3 E V3 
X20 5Ш3Х X20 sin3x 3 3 


X 

2со8(2х-2)-1 

. cos2x+Väsin2x-1 2008 ua 

4) lim ——— ——— E lim —————2— 
xt 2cosx-1 хэ? 2cosx-1 


car cos2x-- 3: sin2x=2cos(2x-— ); 
л D D 
on pose due ou encore ix dn x 3 alors X0 


2cosQx-— )-1 2со8(2(Х--7)-21-1 2со8(2Х--2)-1 
Da nw ERAN ET Pr өн 
Ee EE цаг, Zens) 2сов(Х3-2)4 


2(cos2x.cos Z sin2X.sin = )-1 
lm— — — 3 


2[cosX.cos-—-sinX sin Hl 





cos2X-1 2 B sin2X 


… cos2x-13.sin2x-1 m 2 2X X 0-23 
Jim—O H S> ————2—-——— 22 
X29 gcosx-J3sinx-] Zon  cosX-l Da sinX 0-43 

X X 
Ce V2.sin (s El 
NE xt— EST sep e 
4 





LD : 
onposeh -x e quand x—--onah-0 d'où lim SEE tim D 808 = V2, 
4 X; xt p^ h 
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1+2cos2x .. 1+2| 200s°x-1 | . 4cos^x-l 
= in ————  lim———. 


6) lim 
хэл 1-2cosx x 1-2cosx хэт 1-2cosx 

“лу (2c08x-1)(2c08x+1) _ lim-(2cosx+1)=-2. 
хэй -(2совх-1) хэ 


‚3л 
sin3x 9 2: 2 4 


7) lim 
хэ? cosáx cos2x 





8) OnposeX-x-7 ou encorex- X7; 


d'où tg3x .tg2x = vex Zeil als ged tg(2X+7) 


=-cotg 3X .tg2X. 





lim tg3x.tg2x— lim- -cotg3X.tg2X = іп - te 2х 
хэ X30 tg3x 


ip2x 3x 2 2 








=lim- . . : 
хэд 2x tg3x3 3 


М, JL *sinx -J1-sinx u (1+sinx)-(1-sinx) 
tgx tgx Ji sinx + /I-sinx ) 
cos X 2sinx ú 2cosx 


sin x ( Д +sinx + /I-sinx) ` Jirsinx +./1-sin x 


d'où lim М1+зіпх -J1 -sinx -sinx | 2cosx 
où 
хээд tgx tees ee sinx 








tgx-sinx 1  sinx(1-cosx) sinx l-cosx „ . 
Ул == о ые тэдэн .—.—— d'où 
x cosx x COSX X x 
. tgx-sinx ,. 1 sinx 1-cosx 1 
lim—————lm—TC—. 
x30 x x>0 cosx X x 2 


BEES 2-(1+cosx) 2 1-cosx 
sin^x sin ^x (V2 Jircosx | sinx (V2 J/t+cosx | 


lm У2 үй совх iim 1-соѕх x’ 1 _1 1 _ 1 
x0 sin?x жү x! "amis 2 +.J1+cosx 2 hx. W2 
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4) sin3x=sin(2x+x)=sin2x.cos x +sinx.cos2x 
= 25іп x.cos?x +sin x (1 -2sin^x)-2sin x (1 -sin°x )+sin x-2sin?x 


= 3sin x -4 sin°x. 





(1-cosx) 
х(1-соѕх x(l-cosx 2 
aug OE LLL Ec a 
xo0sjn3x-3six *>0 -45ГХ x20 _4 Sin x 8 
3 
x 


М» lim tgx-tga -lim 8x-tga 1 ge 
хэа 008Х-0084 rn x-a  COSX-COSA 


Х-а 


. tgx-tga NS 
lim-5X 82 =ір?а +1 c'estlenombre dérivé de tg x en а; 


xa Х-а 
2 
. Cosx-cosa | ..  tgx-tga  1l-tg'a 
et lim ———— —— - -sina d'où lg 55559. ee 
xa x-a хэа COSX-COSA -sina 





1 : tg x -tga -1 
ог 1+1р?а= ;- donc Lin ii э, 
cosa x>a COSX-COSA cos a.sina 


V2sinx-l |) V2sinx-1 1 


2) lim lim — 
x tgx -1 кәл у tgx -1 
T 
X NER S 
4 

. V2sinx- Du : 
Or раа c'est le nombre dérivé de 42 sinx -1 en - 
At X-— 


tgx-1 





quiest égal à 2021, etlim 


x>— T xat 
4 4 X-— 

ас V2Sinx- 
par suite lim У28ах-1 1 
хэ! tgx-1 2 


3) On poseU(x)-sin x - cos x dérivable sur IR. 
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: А x 
U'(x)=cosx+sinx ; comme U 4 =0. 


| оо-ох) 
Donci DA SSE Е СВАЕ nes bin mesa. 
л л 4 4 


x? хэ? 
4 Х-- 4 х= 


4) On pose: 2соѕх-1= U(x) dérivable sur IR et U'(x) = -2sin x. 
3 cos x -sin x= V(x) dérivable sur IR et V '(x)= A3 sin x -cosx. 


T 

— 2cosx-1 : 009-063 
Par suite : MB Sce d 
хәт V3 cosx-sinx "Zo? 


T T . T 
ul? 1 ES em A 3 


züne———— ln - 


т x” ` T T . T т 31 2 
x> z x Wa Le -3 GA E SE 
3 X 3 V(x) v(3) v y SS 8035 77 





sin?zx 





1) lim f(x) = lim onposeh=x-1 quand x >] ona:h —0 
xo x Х- 

тэг sin^z(h--1) SS sin? (xh +7) "€ sin?zh 

x20 h x0 h x30 h 


-lim Sims, emt iUm) Done esteontimeen T; 





sin? xx 





` 2 $ 
2) Ири 2 "X ; on pose h =x -1 
x  x-] x! x-] x31 (x-1) 





Lan d h +1 + 2 . 2 
ren a ) -lim Es el sin = 2 
х-»0 h x0 x->0\ ` h 
Donc f est dérivableen let f (1) =m. 


1) f(x) =3(25іпх.соѕх)+4(-25іпх.соѕх)=-25іп x cosx. 
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sin x (2 cosx)-(-sinx)(1-cosx) _ _ 3sinx 


2) Ё(х)- | 
(2+соѕх)? (2+соѕх)? 
E 
(sinx+cosx) 
_ -sin'x-cos?x ` -1 


Ё (sin x +соз х) T (sin x *cosx) 1 


, cosx .cos2x-sinx (-2sin2x) cos x.cos 2 x +2 sin x.sin 2x 
i FD E CEE ME к шш 
cos” 2x cos” 2x 

cos x [1 š 2sin?x | +4sin2xcosx cosx [1 -2sin?x + 4sin?x | 
cos? 2x cos? 2x 
cosx (1 *2sin^x) 
cos?2x 
5) f (x) »2xtgx +x’ (1+tg*x). 


А -X sin X -COS X 
6) f VEZES Зааж, 


1) f(x)= sin x et f est dérivable sur IR et f'(x) = cosx 
FZ) = cos 9-3 acp = sin el 
6 6 2 6 6 2 


alors l'approximation affine proche de f et f (x+ эж f С) x+ K) 


d. 1 


d'ou sin Go Lye Yx +— 
6 2 2 


2) sin 31° = sin (30°+1°) = sin (= Z + „Bal =0,515 
6 180 2 180 2 

avec la calculatrice sin 31° = 0,515 

On retrouve alors la même valeur de sin 31° à 10° près 


NZ Vrai : f' (x) =2 + cos x > 0 car cos x e[-1,1] Donc f est croissante. 


2) Vrai : les dérivée de cos x et sin x sont - sin x et cos x 


42 Зл 42 


Es] od EA ER 
ainsi sin 22-12 et cos "=X" d'ou l'égalité. 
2 4 2 


3) Faux : f(x) = cos x + sin x et f'(x) = -sin x +cos x z-sin x —cos x 
4) Vrai: On sait que -1 <sinx <1 alors 2x3-sinx <4 
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Fonctions trigonométriques Solutions 


ainsi f est bornée par 2 et 4 
5) Faux : f(x) = x cos x c'est un produit de deux fonction x et cos x 
alors f (x) = cos x — sin x #-sin x. 


Nau D, -4xe[0, ah EE telque sin2x.cos| х-2 | 2035) шан 
4 4 4 
: л . T 
sin2x.cos x-2 )=0 <> sin2x=0 ou cos(x-Z)=0 


&2x=kr ou х-т= КЕ; keZ 


as ш ou E ся or xe[0,x]\ E, 
2 4 4 

л : л 

alors x -0 ou GE ou хэт parsuite D, SEO 


cos 2x 


2) lim f(x)- lim е es са 


ER T 
Er Et Яа2х-оо x-2 


3n 
2h+— 
: cos | 2 J sin2h 
"Iu 3 120 cos2h.sinh 
By sin(2n +27) cos |в +3) SE 


Zo 2h 

sin 

= аа _ =2=f EJ donc f est continue en Эл 
130 cos 2h.sin d 4 


* f estlequotient de deux fonctions continues sur 10 : z| \ E , 38) 


: 3 : š 
or f est continue en ps d'où f est continue sur 10 , ad \ 2) 


2 2; 
3) у= cos2x = cos^x-sin X 


| T 
sin2 x x cos(x- z) ol Zen t х) 


_ (cosx-sinx)(cosx+sinx) _ Cosx-sinx 


V2 sin x.cos x (cos x +sin x) V2 sin x.cos x 
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тат 1 CH 1 20, 1 i 1 
J2|sinx cosx 2 | ѕіпх cosx | 


4) a) f est le quotient de deux fonctions dérivables sur (0, л \ B = 


Solutions 














J2 (cosx-sin х)(соѕ?х -sin x cosx *sin^x) 
Ee 


cos!x .sin?x 


48 (cosx+sinx)(1-Lsin2x) _ 5 egen zt x)(2-sin2x) 
72 cos?x.sin?x ЕЕ cos^x.sin?x 
EE 2) 

4 cos?x.sin? x 


b)Ona: sin2x(2 < sin2x-2(0 etsin*x.cos?x)0. 


Е : : т 
Le signe de f'est celui de cosx +sin x= онх i 


cos x Z 20 © -Z++2kn<x-Z<i+2kn;keZ. 
4 2 4 2 


<> E t2kn<x<"+2km;ke Z; 
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c) T:y "(3o or lët et (=) овоз Т: y=-2x+. 
4 4 4 4 4 2 


T 1) g est une fonction trigonométrique donc dérivable 3 fois sur IR" 


2 
etg'(x) = cos x67 g"(x)=-sinx +x etg"(x)=-cosx+1. 


-I<cosx<1 donc 1-cosx20. 





Pour x 20; g est croissante donc g (x) >g (0) d'où g (x)20. 


3 3 
5 X X , 
2)*x20 onag(x)20 ouencoresmx<x;+- ER 


3 
. X : 
e xZ0onag"(x)200uencorex -sinx 20 Чоп xn xZ0. 


Ni 8(0)-24/3 b(1+1)=23 «»Ь--4/3: 


g est dérivable sur IR etg'(x)=2a cos 2x * b(-sin2x) 
g admet un эх alors g' эх —0 ou encore 
12 12 
2a cos -2bsin c0 &-V3a-b=0 or b-43.Donc a=-1. 
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2) a) g(x)=-sin 2x +3 (1--cos2x)- cos2x -sin 2x +43 


=2 |Ê cos2x-Lsin2x e= 20 2x+Z Je 


b) g(x)» -4sin (х B : 


2с08(2х MEE 


Dm —— = lim 
х0 x x->0 


BŒ) -B(0) м.ж, 
0 g(0) TO 2 


2соз(2х+=) 2cos(2x += E BCE g(x)-g(5) 


li ^ lim — — — - tim — бзш унщ 
хэс Х-- ховс x x> Х-- 
6 6 
T 
2cos2x - 5) - 3 доод (1x3 en 5 Я 
с) lim — ——6 cim > 2 avec x=x-Z 
x 2X X0 2X 2 
- 2x+— |+ 
-lim 22 T =) з = lim - 3 cos 2x +sin 2 x ++/3 
X20 2X x20 2x 
-cos2 i 
сазе) рва 
x30 2x 2x 


d) o Asin 2+2) et g'(x)=0 e sin(2x+Z)=0 e x= Z+ 5, keZ 


Ss Up 


or x e[0, sl donc x= 9s 


РЕШ et Teox+Ter donc sin erla D'où 
12 6 6 6 





Fonctions trigonométriques Solutions 
3) a) D, 7 [xe[0, x]tel que g(x) 40} 
2x+Z= = +2kr 


P 


g(x)=0 & cos (ar) €» sou kez 


P E 
6 6 


ex-Lckx ou x=-T+kx ;keZ d'où D,=[0,x]\ = ха 
3 2 322 


b) * On pose k(x) = 1  2cos2x dérivable sur IR. 
k'(x) = -4 sin2x. 


wad Z) | 
bm Һ(х) = lim ———— x 


E" 2 7 ob 
3 Х-5 GER 





NY 1) A(0,2)e Ç ©#(0)=2 = a+b+c=2 (1) 
В(л,0) sé f(x)=0 <>-a-b+c=0 (2) 
(1)-- (2) donne:2c 22 d'où c=1. 


f est dérivable sur IR. et f admet un extremum en - alors: 
(mT 
f' Z )=0-3acos (2 sin bein = 0 
3 3 3 3 


-343 43 3 


e a. a. b= 0e S S pu donc a=1-b. 


аш ыз, ou encore b=-3 et a—4. 


2) f(x) -4cos'x-3cosx +1. 
a) f' (x) »-12cos?x.sin x -3sinx =3sin х(1-4сов х). 


b) УхєЇК ona:z-x«IR. Montrons quef (2-x) - 2 - f(x) 


f(z-x)=4cos° (л-х)-3со8(л-х)-1--4сов х--3совх-1 
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2-f(x) =2-4соѕ?х +3соѕх-1= -4с05°х *3cosx t 1— f (n-x); 
Л ЭР 
Dona Z, ] est un centre de symétrie pour É. 


с) lim = = =] © ог (Їр 


ко! 2х-п E 2(x-9 


к-г 
E (2 ber fl Чой lim = E: 
E x-1 хэ 2Х-7 


М sin X +cosx [sin ніх à) 


sin x + cos x =0 >cos(x-Z)=0 exo tk; keZ. 


Л el 





e keZ or xe| -— Rx d'où D, = |-—, 
4 454 4 4 
2) vae E ou BO E ou спаме 
4 4 4 4 4 4 


eat d'où=-xeD.. 
4 2 


А T хн 
par suite Л: EN: est un axe de symétrie pouré,. 


А л А T 37 T 
3) а) sinx +соѕх= 42 соѕ| x-— |. Onsaitque-—(x(— soit-—(x-—(—; 
) a) | d q P 21 25 257 


Donseos[ x- х 0 d'où sin x * cosx )0. 


b) lim cosx+sinx=0" donc lim f(x)=+œ. 
хә t x= Л 


lim cosx+sinx=0" donc lim f(x)=+œ. 
Зл элү 


хэ = хэ! = 
sl ; 
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4) x—cosx tsinx est dérivable et non nul sur |5, 2. 


-(cosx-sinx) 


donc f est dérivablesur É el et f '(x)= j 
4 4 (cosx-sinx) 


f '(x)=0 со» sos en e br e Lk 
4 4 2 4 





D 1) a) Soit I * A; A ; I(1, 0) le centre du cercle ë derayon SÉ =1 


Mia, gief S IM=1 <> IM? =1 (x -1) +y? =1. 
b) [OA] diamètre de ç et M ef alors OAM est un triangle rectangle 


2) a) f(a) H, 


Dans le triangle OHM, опа: 
OH 

cosu=— 
OM 


d'où ОН = ОМ cosa = 2cos°o. 





5 НМ 
sina = —— ou encore 


HM -OMsina-2cosa.sina 
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2 D 
d'oà f (a) = 295 822080: eer sina =cos?a..sin2a. 
1 . 1 . 1 . 1. 
Comme —sin2a +— sin 4a =—sin 2a - — sin2a0.cos2a 
2 4 2 2 
1. 1. : 
=> sin 2a (1--cos2a) => sin2a 2cos'a)- sin 20..С05 0. 
D'où f (a)=} sin 2a on 4a. 
2 4 
b) f est la somme de fonction trigonométrique donc dérivable sur b , z 


et f'(a)=cos 2a +cos4a=cos2a +2cos?*a -1 


= 2cos? 2a +cos2a-1=2(cos2a 1) cosa | 


* cos2a+1>0 car cos2a 2-1. 





3) "ет, admet un maximum absolu donc a, = 


. sin4a+2sin2a-2 ,. sin4a+2sin2a-2 
lim — — — — — —— = lim ———— —— —— 


кәт 4а -п xu 4 a 
A 


T 
а аа GER 
= Jim = lim 


. R 4 T 
DRE MC NOE ES 
хэл л хә= л 4 
4 g-— 
4 


4 Q-— 
4 
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1 1 
f f(a) ) _ 2 25528 +7 sin4a _ 2sin2a+ sin 4a 


= lim 2 Á m === TT 
RE соза x29 HEED x30 4/2 sin? 
2 


BEI 20. | 8ш 4а 
sj cd з ЕМЕ уу 
x-50* Ө A27 1 
442 sin d 


{5 1) a) D,-IR; Vx e IR alors -л-х є IR; 


етк) 2005 (a-x)+7 ]2cos[-7 M 


1 x 1 x 
—2cos[-— x-— ]-2cos( — x*— )=f(x). 
cos[ 3^ 4! ur 2) (x) 
donc Ay-7 est unaxe de symétrie pour c. 
b) Vx € IR alors л-х € IR. 
1 T л l œT 
f(n-x)-2cos[— (n-x)t — ]-2cos[| —-— xt — 
(л-х) EX ) 2) E 2 1 


=2sin(} x 2005405 vient? x+7 )--f(x). 


donc A(Z 0) est un centre de symétrie pour. 
i 

с) f est de période T= =4n t 

E 

x Зл 


À est un axe de symétrie limite l'intervalle ыг Zadr JF Us EX 


La symétrie par rapport à A (Z 0), permet de se limiter à l'intervalle : 
2 `: 


2) a) f est dérivable sur IR et f '(x)=2. е xt— = )=-sin[ = xt— 2) 
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ооо Х <Š alors Саа, 22 ой encore 0 guid om 
2 2 4 2 4 4 2 
d'oü sin Get) 20 donc f'(x) x 0. 
x л 
2 
f' (x) - 0 





f(x) uL c А 





cosa(x+cosa)-(1+xcosa cos?a-] -sina 
f'a(x)- = 


(x*cosa) (х+соѕа)? 
-cos a 





2) a) Soit I, (-cos a , cos a), montrons que I, est un centre de symétrie. 
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Vx e Df, © x € -cosa €» -x # cosa < —2cosa-x # -cosa 
d'où -2cosa-x e Df,. 
_ 1+cosa(-2cosa-x) 1-xcos-2cos?a хсоѕа+2соѕ^а-1 


f(-2cosa-x)===" === 
-2соѕа-х+соѕа -соѕа-х соѕа+х 


1+хсоѕа 2соѕ2а+2хсоѕа-1-хсоѕа 2cos/a+xcosa-l 
2cosa-f(x)-2cosa- "=== = = — ——— -f(-2cosa-x). 


x+cosa х+соѕа х+соѕа 
donc Lest un centre de symétrie. | 


=-cos =- 
de É ZEN 
y, cosa a * Кл 
donc l'ensemble des points І, est la droite A:y = -x privé des points 
A, ((-1)**, (-1)*) car cos kz-(-1)*. 





1+—х _ 2*Hx 
за) қ) 2-2 r.p My) eÇ NAS |" 2x 





. T 
il suffit de résoudre эс —-x-Hm. 
2x+1 


2+х=(-х+т)(2х+1) où encore 2x°+(2-2m)x+2-m=0. 
A'=(1-m)?-2(2-m)=1-2m+m*-4+2m=m?-3. 
I" cas: me Je, SE U |v3, +; alors A'>0 
donc Ç ^- (2points). 
25" cas;m € LA | alors A'<0 donc бА =Ø. 
3"* cassm e (45, 3]alors A'=0 donc Z ^ A7 (1point). 
b) A'=m2-3>0 pour me Le -43| M3 : +o . 


OP'OP'=xx"+yy" or giat m et gie -I 
a 2 a 


et y—x'-m et y"=-x"+m et y"=-x"+m. 
у'у"=(-х' +m)(-x" +m)=x'm' 


x EN u e D mt pt РА 
2 2 2 
= =s, M m | 
OP'OP'-1- v ub —2 est constante, ne dépend pas dem. 
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М» a) U est dérivable sur ze 0 (x)= - sinx+1 
2 2 


or -1 < sinx € 1 alors 1-ѕіпх > 0. 





U est croissante alors pour х 5 0 aU(x) > UC ; par suite U(x) > 0. 
b) @ est dérivable deux foissur ET 

2 
ex) asm CHEN 2x) 


Ф"(х) =—-2cosx+(z-2x)=-2[cosx-— x ]--2U(x) < 0car U(x) > 0.D'où: 





@' est décroissante alors pour x > > on аф(х) < eC, 


par suite @'(x) x 0. 





@ est décroissante alors pour x > 3 ronap(x) < ФС), par suite р(х) < 0. 


(m-2x)° 


с) р(х) < 0 où encore Bongo E <0. 
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Ona:x27 & 2x20, 


2соѕх (л-2х)? +1 < 2008€ _ (n-2x)? 


(n-2x) 
jn 24 ` 2х-т 24 ! 


-1donc f(x) >1- 


On a: U(x) > 0 ou encore x7 > 0 < cosx 20 < 2cosx > л-2х 


2 
E <lcar n-2x < 0; donc f(x) € 1.par suite LET < f(x) x1. 
п-2х 


2) g est dérivable sur | Z m -{т}. 
2 2 


5 





Si x € E Л alos g(x) £0 et Sixe ЕЗ alors g(x) > 0. 


EEN л 
3) a) lim f(x)- lim 22% _ lim- %* C'est le nombre dérivé de -cos x en — 
хэ хоэ201-4Х хә® 25 2 

2 2 2 X- 2 


Ainsi lim f(x) = ша: (2) donc f estcontinue еп. 








x 

GER 2cosx 1 
: 2/-14 д2х _ T 
lim = lim =*^-_ On pose X= x-—: 
ento xf xt ул 2 

2 
T 

2cos(X+—) . 

——— 2s] 2со5(Х+^)+2Х sinX-X SIA -1 
lim —E2X-t = lim 2 - lim = lim _ 2 =-cœ0 
X-50* X X30 IX? x20 X? x> X 


Donc f n'est pas dérivable eng. 
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А 2cosx 
_ 22sinx(z-2x)-(-2).2cosx Po sinx ` _ 2sinx 


b) fes E g(x). 


(л-2х)? 
Л 
2 
+ 


x 
[| зу) | + NES j 
|. e) | + eí | I| EES 
| sinxg@) [| - [L  - |] 


D'oü 


























NY, Wa а) l+ cosx = 0 < соѕх=-1 & х=л+2Кл; k e Z. 


D-IR-( z42kz; Кє 7). 
b) * Vx € D S x + nm+2km < -x + -n-2kn €» -x + nm+2k'x 
-єр 


Цэ унш) Sos ns и. Donc f est impaire. 
[1+cos(-x)]  (1+cosx) 
*x => sinx et x> cosx de période 2zest une période de f. 


2) a) x > (1+cosx}) est dérivable et nul sur D. 
X cosx.sinx est dérivable sur IR. Donc f est dérivable sur D. 
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(1+созх) [соѕ2х-ѕіп?х]+2соѕх.ѕіпх.(1+соѕх) 








ЭМ (1+cosx)* 
_ (1+cosx)? (2со8 х-1) 2совх(1-сов” х)(1+совх) 
(1+cosx)* 
eros (1+соѕх)?[2соѕ2х-1+2соѕх -cos "el 2cosx-1 | 
(1+соѕх)* (1+соѕх)? 
2cosx-1 


3) a) pour tout x e [0,7] ;g'(x)» — — >. 
| Qu ei (1+соѕх)? 


26084120 cosx 22 & 0S x «7. 














On pose h=x- z ; 








+h)sin(m+ 
lim g(x)- lim соѕ(л+һ)ѕіп(л B. 
хэс [1+cos(r+h)] 
1 sin^h | ЕЕС 
. BN [e] n 
e oss en 2 h € 
хэд (1-cosh)° хэд (1-cosh) 
h 


b}x=7 est une asymptote 


NY 1) cos2x ^0 
Кт 


<> 2х= Zikr <S xeu 
2 4 2 


DER (59ке, 


cos? x 





Vx e Df ;f,(x)= 21. constante. 


2cos?x 





202 


Fonctions trigonométriques Solutions 


. +cos? 
2) Vx e IR же = <> y(-m+2c0s*x)=m+cos*x 
-m+2cos"x 
<> m(1*y)*cos^x-2(cos?x)y-0. Vraie pour tout m e IR ° 
у=-1 
+1=0 =-1 
Sietseulement si 5 7 5 5 5 e л ka 
cos x-2y.cos^x-0 cos x-0 =—+— 
4 2 
: п Кт 
Alors toutes lesC, passent par des points fixes : А, ( e МЕЕ "Kei 
+ 
3) АєС„ «10987 206 m-1=0 < m-l. 
-m-t2cosz 
1 -со8“х 
4) f(x)=_ >. 
; 2cos?x-1l 


a) D,={x e IR\cos’x eh 


2x=2+2kr — кл 
3 6 
OE <> 4 oü <> < où kez 
2x=> 42km x= Z +kr 
3 6 


DIR- E +Кл;-—=+КлК є z). 
6 6 
Vx e D,;-x e D.. 


1+cos(- + | 
ук 2-6 donc f est paire. 
2со8(-2х)-1 2с052х-1 


cos/x est de période Ter donc f est de période T. 


b) f est paire alors C admet (уу!) comme axe de symétrie alors il 
suffit de l’étudier sur IR, ND, ; 


Т= л alors il suffit de l'étudier sur E Zen 
2 2 2 f? 


Donc E| - 21 | гав, сэр,-10,5 {5}. 
22 2| 6 
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1) a) (LK) tangente à Z en M 


alors (OM) L (LK) donc OMK est rectangle en M 
1 


COS X 





d'ou cos x = Ax Comme OM = 1 rayon de Ó ainsi ОК- 


dans le triangle rectangle OML on a 





cos (Ê= 2) = DM comme cos (®-х)= sin x et OM =1 —sin x = Soit OL= 
2 OL 2 OL 














sin X 
b) dans le triangle rectangle OLK еп О; ona: OL2+OK2=LK2 
E ES 2 

5 + RS = LK? ыы SA LEI d'ou j| c M 
cosx Ssin'x cos^x sin^x cos x sin“x 
Or x ep, ^r d'ou En. uc or L s= > rts he OK.OL 

2 cos x sinx cosxsinx cosx sinx 
1 2 2 

2) a) g(x)= = = 


cosxsinx 2cosxsinx  sin2x 


-2(8ш 2 x) -4 cos 2 x 
our tout x el, 1⁄4 [ , g(x)- ————— = =Á; = 
R 10,741, 808) (віп (2х)2) sin Qx) 


b) р(х) 20 < cos2x = 0 < 2x =l} Kro E or x €]0, 77 [ d'ou x =7 
2 4 2 2 4 











= + 00 car lim sin2 x = 0* 


* Jim g(x) = lim 
x-0* 


x20* sin2x x20 
: : 1 А "T 3 
* lim р(х) = lim ——— = +o puisque lim sin x=1 et lim cosx = 0° 
x> „ „>T COS X sin x x> z х 


код d en T 
C) d'aprés le tableau de variation g admet un minimum absolu 2 en 4 


pe T 
KL est minimale pour x = 2 
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1)а) Vx eIR ona x 21 € IR 
et f(x42 x) = sin? (x + 2л) + cos (x + 2x) 


donc f est périodique et de période 2 x 
b) Vx €eIR = -x eIR 


=sin2 x + cos x = f (x) 


f(-x)= sin? (=x) + cos(-x) comme P (x) da 5 
sin (-X)- -sin x 
—sin?x + cosx = х) 
par suite f est paire donc Гахе des ordonnées est un axe de symétrie pour 
2)a)f'(x)22sinxcosx-sinx = sin x (2cos x-1) 
b) sur [0, x] on sait que sin x 20. 


*2cosx- 120 € cos x > = comme x e [0,1] donc x e [0,3,41 


par suite le signe de f'(x) est celui de 2 cos x-1 d'ou 





(3 нийн cos LC ss 
3 3 3 4 2 


b) * d’après le tableau de variation Si x€ [0,7] alors f(x) € [1,2] donc f(x) #0 
par suite f(x) = 0 on admet pas de solution sur [0, Ж ] 
л > T 25 
* sur 15; x] f est continue et Ee). л) = -3⁄4 
alors d'après le théorème des valeurs intermédiaires il existe au 


moins el? 3 л] tel que f(a)= 0 comme f est strictement décroissante 


sur Kaf alors aœ est unique. 
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Fonctions trigonométriques Solutions 


Finalement : f(x) = 0 admet 
une unique solution a dans [0, z] 1 


*six 120% = 2,1rdon a f(x) =0,2 





Si x =130° =2,2 rd on a f(x) = -0,005 
et f(x) = 0 ë 
=> 2,1<a<2,2 | 





S EE 
A T T 
soit f' (x)= 21 - tg? x donc f " (x) = -2tg х(1-м8 x) 
л 


b) опа: f' ' (x)= -2tg х (1+ tgx) d'autre part tg x > 0 sin [0,71 par suite f'' (x) <0. 





f(0) = SE EE et f(E) = 3. =-0,72 
т 4 T 


f' est continue sur [0,21 
2) a) Ë 
FO) Tt 0,27x(-0,72) «0 


alors d'aprës le théorëme des valeurs intermédiaires il existe 
: T 
au moins un à dans [0,71 tel que f '(a) = 0 


comme f ' est strictement croissante alors œ est l'unique solution . 
finalement : f (х) Z0 x =œ 
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b) sur (0, œ | on a f° est strictement décroissante alors 
Vx €[0 a], £ (x) > f (a) et f'(a) = 0 donc f(x) 20 


T : 2-8: 
*sur[a, eg on a f' est strictement décroissante alors 


Ух є [6,2] ‚ Ё(х)<1 (0) > f (х) 0 
3) а) 





b) * sur [0 , a] on a f est strictement croissante alors 
Vx e[0, a], f(x) > f(0) ен 0) = Odonc f(x) 2 0 


* sur 2] on а f est strictement décroissante alors 
Vxe[a,341,f (x) >02] et 194 -04опс f(x) > 0 


par suite Vx є [0.7] ,f(x)z200u encore 2Х - tg x > Ораг suite ах >tg x 
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Suites réelles Résumé de cours 















Chapitre IX 
Les suites réelles 







» Généralités : 
» Une suite numérique est une application de IN(ou une partie de IN) 
dans IR. 
» Une suite peut-étre définie entre autres : 
* Une facon explicite : U, = f(n) (exemple : U, = 2n - 1). 
• La récurrence : Uo donné et U,,; = f (Un), (exemple : Uj,? = U, - 5). 
» Principe de raisonnement par récurrence. 
Soit (U) une suite définie pour tout ne IN; (ou une partie I de IN) 










on désigne par Q une propriété . 
Pour que Q est varie pour toutn e IN , il suffit de prouver que : 







* La propriété Q est vraie pour l'ordre 0 (le 1* ordre) 
* Supposons que la propriété est vraie pour l'ordre p (pe IN resp pel) 
° Montrons que la propriété est vraie pour l'ordre p + 1. 
m Suites arithmétiques- Suites géométriques : 
LL Suite arithmétique | | Suite géométrique (0 
Définition Uni = 0, +t Un = q U, 
(аек) 























Relation entre U,-2q'"U,,qz0 


D t 
eux termes (si q=0alorsU, = 0) 









1-4 
Relations entre trois termes consécutifs a, b, c d'une suite : 









° Pour une suite arithmétique alors on a : a + c = 2b. 
° Pour une suite géométrique alors on a : a . c = b’. 
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Suites réelles 


Résumé de cours 


E Suites monotones- Majorées - Minorées- Bornées : 


» Monotonie: Une suite numérique U est: 


e Croissante si et seulement si pour tout neN, 0,50,,. 


e Décroissante si et seulement si pour tout ne N, U, 2 Un. 


e Constante si et seulement si pour tout n eIN, U,,, -U,. 


e Strictement croissante pour tout neIN, U, «U,,,. 


e Strictement décroissante pour tout nech. U, >U„ 4. 


m Suite bornée : 


Une suite numérique U est : 


-Majorée par un réel M si et seulement si, pour tout ne IN, U, <M. 


-Minorée par un réel m si et seulement si, pour tout ne N, U, 2 m. 


- Bornée si et seulement si elle est à la fois majorée et minorée. 


m Conséquence : 


e Toute suite croissante est minorée par son premier terme (0, > Uo) 
e Toute suite décroissante est majorée par son premier terme.(Uo > Un) 


Réflexes : 
Comment étudier les variations 
d’une suite ? 


Comment démontrer qu’une suite u 
est majorée par M ? 
(de même pour minorée) 


On étudie le signe de Un + í — Un. 
Où, Si U, = f(n) on étudie le sens 
de variation de f sur [0, +œ [. 
Oü si U, > 0 on compare à 1. 
Ой par récurrence. 

On étudie le signe de U, — M. 

On montre par récurrence ce que 
U,<M. | 

Où si U, = f(n) on dresse le tableau 
de variation de f on établit que f est 
majorée par M. 
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ENONCES 


Ç Vrai - Faux 


Dire si l'affirmation est vraie ou fausse. Justifier cette réponse. 
1) U une suite définie sur IN par О, =n + 1 alors U5, = 2n + 2. 
2) Toute suite est arithmétique ou géométrique. 
3) La suite U définie sur IN* par U, = (-2)" est décroissante. 


ntl 











4) U une suite de terme non nuls si pour tout entier naturel n, >] 
alors U est croissante. 
5) 0 =1 E) est une suite bornée. 
6) U, = 10 + 2 cos n est majorée par 15. 
7) Un 228 est bornée. 
n+l 
8) Toute suite qui n’est pas croissante elle est décroissante. 
Q.C.M 
Indiquer la bonne réponse a, b ou c. avec justification. 
1) La suite U définie sur IN* par U, = n + (-1)" est : 
a) Croissante b) décroissante C) ni croissante et ni décroissante 
2) S = Il utt | est égale : 
2.4 8 16 512 1024 
e 171 b) 341 = 1023 
512 1024 1024 
3) La suite U définie par U, = n? est : 
a) Croissante b) décroissante C) ni croissante ni décroissante 
+ 
4) U, = = : est une suite qui est : 
n° +2 
a) bornée b) n’est pas majorée c) n’est pas minorée 
5) La suite U définie par 2n + (- 1) : 
a) bornée b) majorée C) minorée 


U la suite définie sur IN раг: U, = n° — 8n + 7. 
a) Calculer Uo, U, et U; conjecturer le sens de variation de u. 
b) Calculer Us, 04, Us et Us et revoir la conjecture . 
c) U est-elle croissante ? décroissante ? 
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NF Soit la suite U définie sur IN par U, = 2-2 : 
n+3 


ntl 


a) Calculer 





et comparer ce quotient à 1. 


n 


b) En déduire le sens de variation de U. 
Wi U la suite définie sur IN par U, -42 (n Di +1). 


a) Calculer Un — О. 
b) Quel est la nature de U ? 
C) Quel est sens de variation de U? 


Soit U et V deux suites définies sur IN 
parU,-(1,03) et У, = 9"х 0,02" 
а) Montrer que U et V sont deux suites géométriques. 
b) Déduire le sens de variation de U et V. B, y=2x 
Pour n entier naturel. A 
U, est l'aire de la partie 

De plan colorée sur le graphique. 
a) Exprimer U, en fonction de n. D 
b) Montrer que (Un) est une suite arithmétique. 0 

En déduire le sens de variations de U. 


Soit la suite U définie sur IN* par U, = 
n° + 
1) Montrer que pour tout ne IN*, U, est bornée par О et 5. 
2) Déterminer le sens de variation de U. 


М chacune des suites définies si dessous. Etudier ses variations 
et indiquer lorsque c'est possible si elle est majorée, minorée, bornée. 


1) Pour tout n e IN*, 0, NUT : 
2 n 


2) pour tout ne IN*, U, = 2n + sinx. 
_ (C1) n cosn 


3) pour tout ne IN*, W, 
151 


NU soi (U, ) la suite définie par son première terme Оо et la relation 
H es 4240, pour tout entier naturel n. 

1) Si Uo = 3. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U, 22. 

2) Si Uo = 1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n on a : 
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0xU, x2. conclure. 
К ЗОИ à + 
Noi la suite définie par Uo = 5 pour tout entier naturel п, U STU, 
nt 
1) Montrer que pour tout entier n, U, 20. 


2) Montrer que pour tout entier naturel n опа: U,,, (U,. Conclure. 


NY On considère Р(х) = Zei +a x? +bx. 


et que pour tout réel x on a P (x + 1) - P(x) = x? 
a) Sans calculer a, b calculer P(O), P(1) et P(-1). 
b) Déterminer alors a et b. 
2) Montrer par récurrence que pour n e IN, P(n)est un entier naturel. 


3) On pose S, =1 et S, 214 2? +3? +...+п°, ne IN* 


+1)(2n+1 
Démontrer que S, =P (n +1) ы ы 
NY On considére les suites définies par tout entier naturel n par : 


U, =0 et V,72 et ipud d et V у. Pd 
4 4 4 4 


1) Calculer О, U2, Us et Vi, V2, V3. 


2) a) Tracer les droites A:y=x et Dann 


b) Utiliser A et D pour construire sur l'axe des abscisses les points A;, Ас, 
As et A4 d'abscisses respectifs Ur, U2, Оз et U4. 
Les points В|, B2, B;et B, d'abscisses respectifs Vi, V2, Vs et V4. 
3) Soit S, =U, + V, définies pour toutn e IN. 


a)Calculer S,,S,,S,,S,. A partir de ces résultats, que peut-on conjecturé 
par la suite 5,7 
b) Montrer par récurrence que la suite S, est constante. 
4) Soit t, = V, -U, définies pour tout n €IN. 
a)Montrer que (t, )est une suite géométrique . 
b) Donner l'expression de (t, ) en fonction de n. 


5) Déterminer alors (U, Jet (V, jen fonction de n. 


302 


Suites réelles Enoncés 


ABC un triangle équilatéral de cóté a. 
&, le cercle inscrit dans ABC. 





On construit ensuite 3 cercles оо 
Tangents aux côtes et au cercle ë, , 
puis trois cercles £, "E. ;&, tangents 
aux cótes de chacun des cercles 
KEE. et ainsi de suite comme 
indique la figure. 





On s'intéresse au calcul, en fonction de aet de n l'aire du domaine intérieur 
au triangle et extérieur aux cercle Ë, aux trois cercles 8,:6,:6, etc... 


aux cercles E EE, 
1)Déterminer la valeur du nombre 
q => (Indication : Ecrire 
ві130° =Z =Ë. gra Brera R). 
BJ BI A 
30° 

2) On désigne par R, le rayon de 72 

cercle &, . AT 


Montrer que R, est une suite B 








géométrique. Préciser sa raison. 
2) On désigne par U, l'aire du disque limité par le cercle E, 


Montrer que U, est une suite géométrique. 
3) Calculer S, =U, +3U, +30, +...+3U,. 
Calculer l'aire S du triangle ABC. En déduire l'aire S — S, 


муза (U, ) une suite définie sur IN par U,=a;a)0 


. 2-30 
et pour toutneIN , U,,,= то 


1) Montrer que pour tout nc IN,ona:U, )0. 
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2) Déterminer U, pourque(U, ) soit une suite constante. 
3) On suppose que U, z2,on désigne par (V, ) la suite définie sur IN раг: 
ЗЭВ 
"160 
4) Déterminer U, en fonction de n. 


5) Soit la suite w, =(1-У, )U,. 


n 





. Montrer que (V, ) es une suite géométrique. 


2n+1 


Exprimer S en fonction de n tel que : S= > W. 


+ 
TA la suite définie sur IN* par U, = = | 


n-1 





On se propose de montrer que U est majorée par 5 
1) Ёд Méthode : 


a) Exprimer U, = en fonction de n. 


b) En déduire que U est majorée par 2 : 


2) 227° méthode : 





+ 
a) Soit f la fonction définie sur [1,+ «| par f(x) = = i . Etudier le variation 
x - 


de f et calculer f(1). 


b) En déduire que U est majorée par 5 : 


NU soi la suite V définie sur IN par Uo => et Un 41 = U,(2 - Un). 


1) Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = x(2 - x). Montrer que f est 
Strictement croissante sur [0, 1] et que pour tout x € [O, 1], f(x) «(0, 1]. 
2) En déduire à l'aide d'un raisonnement par récurrence que : 
a) La suite (U,) est majorée par 1 et minorée 0. 
b) La suite (U,) est strictement croissante. 


Ç Le 1” janvier 2005, une grande entreprise compte 1500 employés. Une 
étude montre que lors de chaque année à venir, 10% de l'effectif du 17 janvier 
partira à la retraite au cours de l'année. Pour ajuster ses effectifs à ses besoins, 
l'entreprise embauche 100 jeune dans l'année. 
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Pour tout entier naturel n, on appelle u, le nombre d'employés de l'entreprise 
le 1” janvier de l'année (2005 + n). 
1) a) Calculer Uo, U;, U;. 
La suite U de terme général U, est-elle arithmétique? Géométrique ? 
justifier les réponses. 
b) Expliquer ensuite pourquoi on a, pour tout entier naturel n, 
U, = 0,9U, + 100. 
2) Pour tout entier naturel n, on pose : V, = U, — 1000. 
a) Démontrer que la suite V de terme général V, est géométrique. Préciser 
sa raison. 
b) Exprimer V, en fonction de n. 
En déduire que pour tout entier naturel n, U, = 500 x 0,9" + 1000. 
3) Démontrer que pour tout entier naturel п, U,,; — Un = -50 x 0,9". 
En déduire le sens de variation de la suite U. 
4) Au 1“ janvier 2005, l'entreprise comporte un sureffectif de 300 employés. 
A partir de quelle année, le contexte restant le m&me, l'entreprise ne sera-t- 
elle plus en sureffectif ? 
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CORRIGÉS 


Ч 1) Faux :U,=n + 1 alors Um = (2n) +1 #2n +2 
2) Faux : contre exemple la suite 0, = 2" + n ni arithmétique, ni géométrique. 
3) Faux : Un -U,72 2*1 - 2^ = 270-1) = 2 "> 0— (U,) est croissante. 


4) Faux : Si U, < 0 et хам 21 =U, <U, = О, est décroissante. 


n 


2 = Gr n+l 
5) Vrai : U, = ci +Ó)" * <a- © ) 


0«U,« < саг1> Gr car c'est la somme de terme positif. 


donc U, est bornée . 
6) Vrai : -1 <соѕп<1< 8<10+2cosx €12 «15 
3n — 30 +1) -3 3 -3 


=3—— par suite U, -3-——« 0 


7) Vrai : Ú, = 
n+1 nti ntl ntl 


— U, E U,- 21205050, «3 
nti 


8) Faux : contre exemple la suite constante. (ni croissante, ni décroissante). 


V 1) Laréponse estd :Uo=1, U, =0 0, = 3 alors Ú, -Uo = -1 < 0 
et U; -U ,-3»0 donc U est ni croissante et ni décroissante. 
2) La réponse est b| : Š est la Ge des termes consécutifs d'une suite 


10 
11-62 25296: 








Géométrique donc S = ————7— =^ 
А 2 GH 25) 1024 
3) le réponse est [a ссаг0,-1-0,-21-1 
n+3 n+3 | -'*n-2 
4) La ré (are = >0 ell -1= gel 
) ponse est R|: * U, => GE == 


(car п? +п-2 < 0 puisque A =>7 < 0 ) par suite U, est bornée par 0 et 1. 
5) La réponse est kt On sait que (-1)" 2-1 = 2n + (-1)n 2> 2n -12 -1 
Donc est minorée. 


№ 0,77, U, -0etU, - 5 


U,-U, = -5 = U, <U, et Ú -U -7 = Ú,< Ú, donc Ú <U, « Up 
on peut conjecturer : probablement qui (Un) est décroissante. 
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(conjecturer c'est pas une démonstration, pour démontrer il faut le prouver 


pour tout n є IN) 

b) 0 = 9224 +7 2-8; 0, = 9 et U; = - 8 

U; < U, et Us < U, = Us = Us « U, 

On peut rien conclure pour les variations de u. 


c) on a U; < U, et U, < U, donc Uelle est ni croissante et ni décroissante. 
2 0+3 n+3 


Ne U, es = alors Чан =— x—=— 
nt3 n+4 U, nt4 2 n+4 


+ 
ona3<4 >n+3<n+4 an 3 — 1 d'ou U ei <1 
n+4 


b) TS « 1 etU, A 0 car n e IN donc U,+1 < U, d'ou (Un) est décroissante. 


onu 42(а- D (n4 1) 
3 


a) U,,,= V2n E +2) d'uU,,,-U, -/2 Um 


b) 0,4-0, = 42 + est constante 
donc (Un) est une suite arithmétique de raison r = 42 + 5 


c) Uu Um 40 + 5 > 0 donc Un > Ú, d'ou (U, ) est croissante. 


Q a) * U, = (1,03)" 
U 


—= — 1,03 donc (U, )еѕі une suite géométrique de raison q =1,03 


n+l n+3 
* V =9"x(0,02)" alors In : 90 02)-0,18 
x 





donc (v,) est une suite géométrique de raison q = 0,18. 


donc Un. > U, d'ou (Un) est croissante. 


+ Мы 20.18 < 1 et V, = 9*x0,02"? > 0 


donc Ун < V, d'ou (Уу) est décroissante. 


a) la partie colorée est un trapèze donc А(п,2п) ` B(n+1 , 2n+2) 
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С (n,0); D(n+1,0) d'où AC=2n, BD=2n+2 et Ср = 1. 
| (АС +Вр)х Ср  (2n+2n +2) _ 


b) Unn -Un = 2(n +1) +1-2n -1= 2 
donc U, est une suite arithmétique de raison 2. 
Comme Ол. —U, = 2 > 0 donc (U,) est croissante. 


10n 
1 FRE 
PAPE п2+1 


10п E -5п2+10п -5 _-5(n°-2n+1) -5(n-l) D. 








hiec 2 2 2 
n° +1 ni) n°+1 n?+1 
donc U, < 5 . par suite u, est bornée par 0 et 5. 
+ + -10(n°+n- 
2) UU _ 10(n+1) 10n _ 10n 10 10n — 10(п+ р -1) 





" (ntl) +1 n2+1  n/42m2 0241 (n2+2n+2)(n2+1) 
comme п > 1 alors n -120 et n? >0 
donc n*+n-1 > 0 et n^+2n+2 > 0, n? +1 >0 
donc U,.; — U, € 0 & U,,, <U, © (U, est décroissante 


N 1) U, = E 0 car n > 0 donc un est minorée par 0. 
n 


* U =, 1,855, u, 2 alors U,>U, et U,<U, 
donc u est ni croissante ni décroissante. 
2)U,-72n-sinn etona:-1 <sinn<1 
0 < 2n-1 € 2n + sin n <1+2n donc (u,) est minorée par 0. 
* on pose f(x) = 2х+ѕіп x dérivable sur IR. 
f'(x) = 2+cos x > 0 cos -1 <cos x <1 => fest croissante sur IR. 
п+1 >n et f est croissante sur IR => f(n*1) > f(n) 
= U,,,7 U, => (U,) est croissante. 


(-1)'n*cos n 


3 = 
)w Lin 


n 


-n<(-l'n<n 


—1<(-1)" x1 alors 
—1<cosn <1 


(eier ўа on én 


on multiplie par L d'ou-1<U, <1 donc U, est bornée. 
n 


1) Vérification pour n=0: U,=3 et 3>2 doù U, 22 vraie 
Supposons que la propriété est parn=p 
Soit U, 2 2. Montrer que U 


pa 
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On a U,,, - J2*U, -Comme U, 22 alors U, +2 > 4 donc JU, +2 > 44 
Soit U,,, 2 2 D'après le principe de récurrence on a montrée que О, 22. 
2) Vérification par n 20: Upz1et0 «1 «2 alors 0 xU, x2 


Donc la projeté est vrai pour le rang 0 


Supposons que : 0 <U, <2. Montrons que 0 <U,,, <2 


pH 
Ona: 0,4-,//0,42 et 0<0, «2 alors 2<U,+2<4 
Ainsi 0 «42 x JU, +2 < V4=2&0 < U,,, € 2 . D'après le principe de 


récurrence, pour tout n € IN on a :0 < U, «2 donc U est bornée. 


NY, Montrons que pour tout xe IN, U, 20. 
Vérification pour n = 0: U, =5 > 0 donc la propriété est vrai 
Supposons que pour tout p > 0 ona:U, 20 

Montrer que : Up, > 0 


Ona: U= u, comme U, 2 0 
+ 


et pe IN donc p +4>0 et p+ 5> 0 d'où U,, 20 
D’après le principe de récurrence ona: Vn e IN, U, > 0 


2) pour montrer que U „<U, où ona: 0,820 


il suffit de comparer Unai avec 1. 





+ + ii 
Шан n +3 H alors Kat nt 3 Comme n +3< n +4 alors л 
n+4 U, n+4 








D'où Una «lor U,>0 on Conclut que U,,4« Un 


On a p (п+1) -p (п) = x 
D pO) =0et p(- т+а+Ьер(1)=-тс+а-Ь 


Donc p (1) - p (0) = 0? par suite р (1) =р (0) = 0 
* p (0) - p (-1) = (-1) par suite 0-р (-1) 21 D'oà p (-1) =-1 
2) p 1) =0 donc a + b= - < 


2 z 1 2 
р(-1) =-1 donc a-b lec 2-24 
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T ; . 1 
On additionne les deux équations on obtient. 2a = -1 donc a = = 


Date doric b= È "mm 
3 2 6 


3) Montrons que p (n) est un rentier naturel? 
Vérification : p (0) = 0 est un entier naturel,donc la propriété vrai pour 0. 
Supposons que p (n) est un entier nature 1. 
Montrons que p (n+1) l'est l'aussi 
Comme p (n + 1)-р (п) = п? 
Alors p (n + 1) =n?+ p (n) e IN Car n? e IN et p(n) e IN 
D'aprés le principe de récurrence P (n) est un entier. 
RESEARCH 
6 


4) vérification par n = 1 : S;=1 et = 


D'oü S, = CUC vraie pour n = 0 


Supposons que la propriété est vraie pour neIN. 
n(n+1)(2n+1) 
6 


Montrons que S,,; 


Soit Bue 


_ (n+1)(n+2)(2n+3) 
Su =P(n+2)=(n+1)*+P(n+1) e Р(п+2)-Р(п+1)=(п+1)? 
аучы HEH ul REEL qu) samet 
_ (n+1)(n+2)(2n+3) 
Ё m: 1)(2n+1) 
6 


ой (n+2)(2n+3)=2n*+7n+6 ainsi Sp 


D'aprèsle principe de récurrence ona : S, 


2 


1) En remplaçant n par 0, 1 
puis 2 dans U,,, et V au on obtient : 


1 
U;--—,U,- L. et T 27 
4 16 64 
Md ос et 21 
4 16 64 


3) a) S,=U,+V,=2;S,=U,+V,=2 
S,=U,+V,=2 ; S,=U,+V,=2 


M; U: Uly 
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S, =U * V, -28, =S =S, -8, 72 ces cas particulier semblent 
Indiquerqueque la suite(S, )est constante. 
b) Montrons que pour tout n e IN , S, =2 


On a So= 2 supposons que la propriété est vraie 
pour l'entier p soit S;= Ч Montrons que 5ры = 2. 
1,3 1 


On a: Spa =U КУ -2u, хо 
3 3 1 
-10, +V EE +1 =—x2+—=2 саг S =2 
24" 2 4 2 Ё 


D'aprés le principe de récurrence on a : 
Montrer que pour tout entier n, S, = 2. 
On dire S, est ELS et Sn = 2. 


Da) Ta Vous Up une, 
4" 44 


РАР É ç : 
donc (T,) est une suite géométrique de raison q = 4 et de premier terme 


To = V o— Uo = 2. 


зү зү 
b) T=q".T,d'où Т=| = | 2-2|-|. 
mdi T,=(2) 2-25] 


3 
5)а) S, ZU, + V, 22 et T, = Vn -Un-2.( 4 
On additionne membre à membre on obtient : 


2V,=2 + 42 d'oà л | 
4 4 


Et la soustraction membre à membre on obtient : 


20,-2- 212) d'oà U, 443) 
4 4 


b) lim U, = lim 1- (2) =] Car Зе] donc lim 2) =0 
4 ` X—Ə+o 4 


n-too 
lim Vn = lim (2) =] d’où lim О, = lim У =1 
n— +œ n— со 4 n DE 


Nim - BL ere Rd ABC PET 5710) 
R R 


Or s сын doù ——-———-22—- 
BI BJ R sin30° r 


Suites réelles Solutions 


BJ 
Ainsi l'équation (1) devient ` 2=—. A ded 
r R R 


Ou encore 2=2q+q+1 soitq-— 


2) Etant donné la démonstration précédente, la suite (R, ) des rayons 





$ | R, 
des cercles 5, vérifie: =—. 


n 
ГИНИ xal 
R, est unesuite géométrique deraison à 


3) О, =лк? alors U,, (TRI SRI SU, 


PT А 1 
donc U est une suite géométrique de raison q = gi 


Le rayon du cercle inscrit est égal au tiers de la hauteur et la hauteur 


3 
d'un triangle équilatéral est EX a. 


в,а 55. Ba d'où U, =ï R? = 


A 
4) EH 


n+l 
n+l 
Ена слане T ED : EN 


1-q 0 0 1-1 8 ол"! 


9 


E E 


e L'aire du triangle ABC est : GE 











e L'aire cherchée est donc: S - S, ed = det. E E 


ETS 3 | 4 24 8 9n | 


"El Montrons par récurrence que pour tout ne IN,U, 50. 
* Pourn 2 0; U, —a)0 donc l'inégalité est vraie pour n = 0. 
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* On suppose que U, 30. montrons queU, ,, ) 0? 
2+3U, 
n+l 94V. > 
Donc pour toutneIN, О, 50. | : 
2) ( U, ‚) est constantesi et seulement si pour tout n € IN, U,,, =U, =0,. 


orU, 50 4опс2-30,)0 et2+U, )0 d'oàU,,,)0- 


За < 2а+а? =2а+а? =2 +3а. 
+а 





ES : 2 
équivaut à :a = 


€»a^-a-2-0€» а=-1 ou a-2 or а)0 donca-2. 





2+30, 
23 Zu. 2+U,  -4-2U, +2+3U, 
SU. 2930, 2+U, *243U, 
ZTU. 
-2 U, -2 
We LV, ; d'où (V, lest une suite géométrique de 
4U,+4 4(U,+1) 4 
+ 
raison q E et depremier terme: V, m 
ta 





1 -2+ 
Son terme général est définie par: V, 4" . V, «i шар 
4 1+а 


4)a) У, = =, +U,- V, =-2+U, & U, (V, -1)=-2-V.. 


Si V, =1 ona:0=-3 imposssible donc V, +1. 
21) -2+a 
N.N a7" 4 1+а 
i V, -1 1-У, 1 d -2+a | 
IU 1-а 
b) Ona: lim V, =0сага= те] 


2+у, Jim(2+v,) 2 








Donc lim О, = lim =F 42 
noto ^9 1-V. — ша(1-У,) . 
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n 


5) w.-(-v.)u,-0-v.[2 2: 2+V.. 


S= Ун AA ENEE 


i=n 


=(2+2+..+2)+[V, +V, t Vua) 


хоол -шен 201-01 





i=n 1-1 3 a+] 1 
4 ; 
Nó pu 3 АКЕНЕ 9143 
2 3n-1 2 2(3n-1) 2(3n-1) 


b) U,- 20 car n2] > 5n25 => 025-5n et 3n>3>1 —3n- 120. 


3 "m 3 
donc U, SC ou encore U, est majorée pues 
2) a) f est la restriction d'une fonction rationnelle donc dérivable sur H +=[ 


et f (x)= — 828 2 -< 
(Зх 1) Qx-1) 








: Stee 3 
=> f est strictement décroissante sur [1,+co[ et f(1) E^ 


b) n21 etf strictement décroissante sur [2 + cof alors f(n) X f(1) d'où U, < 


Мө TA a) * Uo est le nombre d'employés au 1“ janvier 2005 

; le texte indique que Uo = 1500 

* Ui est le nombre d'employés au 1“ janvier 2006. D’après le texte : 
0,-0, 0 +100 —0,9U, +100 d'où U, = 1 405. 

• U, s'obtient à partir de U, comme U; à partir de Uo: 

О, = 0,90, + 100; 0,-1405, 

On remarque que: О, — Uo U, – U; car О, – Uo = -50 et U;— U, = -45. 

La suite (Un) n'est donc pas arithmétique. 


On remarque aussi que 202 к beu: 9667 et 21 =0,9689. 
0 1 0 1 
La suite (U,) n'est pas géométrique. 
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b) Soit U, et U, +, le nombre d'employés au 1“ janvier (2005 + n) et au 17 
janvier (2005 +n + 1). 
Pour tout entier naturel n, le nombre d'employés U, + ; est égal au nombre 
U, diminué de 1096 auquel on ajoute 100. 


10 


On a donc, pour tout entier naturel п: U,,, =U, “100 U, +100 


DA = 0,9 Un + 100. 
2) Pour tout entier naturel n, on se pose V, = U, — 1000. 
a) Pour tout entier naturel n, У, +; = U,,,— 1000 d’où U, 41 = V4,, + 1000 
Va = Ua — 1000 d’où U, = V, + 1000. 
En utilisant la relation obtenue en 1) b) on obtient pour tout entier naturel n 
Nat 1000 = 0,9 (V, + 1000) + 100 
Vas = 0,9V, + 900 + 100 – 1000 
Vi = 0,9 Na 
La suite (У,) est donc géométrique de raison 0,9 et de premier terme 
Vo - Uo — 1000 = 500. 
b) ° Pour tout entier naturel n, V, = Vog? = 500x (0,9) ; V, 500x (0,9) . 
* On en déduit que, pour tout entier naturel n, U, = V, + 1000 
U, = 500x 0,9" + 1000 . 
3) Pour tout entier naturel n, 
Un U, = 500x 0,9" *' + 1000 — (500 x 0,9" + 1000) 
= 500x 0,09 (0,9 — 1) = -500x 0,9x 0,1 
О = О, = -50х 0,9. 
Pour tout entier naturel п, СЛ — Un est strictement négatif. 
La suite (U,) est strictement décroissante . 
4) l'entreprise ne sera plus en sureffectif lorsque le nombre U; d'employés sera 
inférieur ou égal à 1500 — 300 = 1200. 
Déterminons les entiers naturels n tels que : О, < 1200. 
Cette inéquation est équivalente, pour tout n de N, à: 


n+l 


500х0,9" +1000<1200 < 0,9" <£, 


En utilisant une calculatrice on obtient n = 9. 

Les solutions de l'inéquation sont les entières supérieurs ou égaux à 9. 
Donc à partir de l'année 2005 + 9 = 2014 l'entreprise ne sera plus en 
sureffectif. 
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Chapitre X 
Limites des suites réelles 





Suites convergentes : 


mDéfinitions: 1)Une suite U est convergente si elle admet une limite 
finie ( quand n tend vers +œ. 


2) (u,) converge vers L signifie que 
Si pour tout £> 0 , il existe un entier N tel que n > N alors [U, - L| <E 


mIhéorémes de comparaison : 





eSoient U et V deux suites, l un réel. 
Si à partir d’un certain rang, on a :|U, - (|< V, 


et lim V, -0 Alors limU, =. 


п +0 
eSoient U, V et W trois suites, et { un réel ; 


Si lim U, =(= lim V,etU, <W, <V, alors limW, =€ 


n= +0 11-400 DES EEN 


eSoient U, V deux suites tel que limU, 20; lim V, = (' 
+c +оо 


Si à partir d'un certain rang 0, < V,alors 0«0. 


Mec 


eU est une suite, si lim U, =( et О, 20 (à partir d'un certain 


п +0 ic 
rang).alors ( 2 0 . 
3) Suites divergentes : 
mDéfinition :Une suite est divergente si et seulement si elle n'est pas 


convergente, c'est-à-dire lim U, est l'infini oü n'existe pas. 


n+ 
mThéorémes 


eSoient U et V deux suites et à partir d'un certain rang 





Si V, <U, et lim V, =+walors lim О, =+%. 
HO 
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Résumé de cours 








| «Soient U et V deux suites et à partir d'un certain rang 


Si V, <U, et lim U, =- alors lim V, =-œ. 


n+ 


nan 





Suite arithmétique 


de raison r 


Suite géométrique 


de raison q 





1-0 





n-ro 


Limite 


UD +0 








Sir>0 alors 
lim U, =+% 


Si r<0 alors 
lim U, = —o 
Si r=0 alors 
lim U, =U, 


e Si -1«q«1 alors 


lim U, =0 


П- +0 


e Si q»1 alors 


lim U, = 


П => +c 


ps, »0 


—oosiU, «0 


e Si qx-1 alors U, 
n'admet pas de limite. 


e Si q- 1 alors U, est 


constante donc 











lim U, 2 U,. 
=| 
Réflexes : 
Situations Réflexes 








Comment étudier la limite d'une 
suite géométrique ? 









• On exprime u, en fonction de п: 
U, = q". uo et on étudie selon la 
valeur de q en utilisant le théorème 
du cours. 





Comment établir qu'une suite est 
convergente ? 

















* On observe s'il s'agit d'une suite 
géométrique 

* Ou on applique les régles (somme, 
produit, quotient) de suites 
convergentes. 

e où avec les théorèmes de 
comparaison 

• où on calcule sa limite. 


| 
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ENONCES 





Vrai — faux 

Dire 811 ‘affirmation est vraie ou fausse 

Justifier cette réponse. 
1) Toute suite bornée est convergente 
2) Si pour tout n 21, u, SC lim alors u, =0 

n x65 

3) La suite u définie sur IN par u, = (0,99)" converge vers 0. 
4) La suite w définie sur IN par w, 7 sin n est divergente. 
5) Si une suite géométrique u de raison q > 1 alors u pour limite +œ. 
6) Si u est une suite quelconque et v une suite qui converge vers 0 alors la 

Limite u. v converge vers 0. 
7) Si une suite u est croissante alors u a pour limite +оо. 
8) u une suite définie sur IN, à termes positif 


n 


. EN u 
et v une suite définie sur IN par v, = i 
+u 





Si u converge alors v converge. 


Q.C.M 
Wi Indiquer la bonne réponse a, b ou c avec justification. 





а n+] € 
1) u est la suite définie par u, = a alors u a pour limite. 
n 








1 1 
a) — b — с +оо 
) S ) 5 ) 
2) u est la suite définie par un = 5+ gé u a pour limite. 
n 
a) 0 b)5 C) -œ 
3) V la suite définie sur IN par V, (-1) ". n“ la suite V. 
a) n'a pas de limite b) diverge vers + co 
C) diverge vers -оо 
4) Pour tout n èl, u, = — 
n 
a) n'admet pas la limite b) converge vers O c) diverge vers +оо, 
5) u la suite définie sur IN раг: uo = 0 
et pour tout entier n , u,,,—u, ы: 
n+] 
a) u est croissante b) u est une suite arithmétique 


c) u converge vers 2. 
6) Pour tout entier naturel n, u, < 2 alors : 
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2) La suite u est convergente b) lim u, =2 


X0 


c) la suite u est majorée par 2. 


Déterminer les limites éventuelles de chaque suite (un) 
définie sur n , par le terme général. 


(EEN 42 2) шт 3) u, = (-7)" 


n+2 
4) ъ= (à 5) u, = (cos3)"+1 6) u, 7 n^* n--L(neIN) 
n 


Ç En utilisant le théorème de comparaison, 
Déterminer lim u„ dans chaque cas : 


X—+00 





i + 
Dus cos n 2) pe 2 
2n+3 n" +1 
-1)"+ 
3) u, r es 4)u,=n+cosn 
Ant? 


V Etudier la convergente des suites définie sur IN par : 


e v, 27 b) u,=(1-V2)" c) u - n^4(1,5' 





Ç A partir d'un carré de coté 1, on construit les rectangles colorés 
suivants : 
Etape 1 Etape 2 Etape 3 


x 





5 
E 
E 
Fees 
ї ООС < 
КЕККЕ 

ооо 

M xs ENT 

CSSS | 


ES 


A chaque étape, les segments construits relient les milieux de deux 
segment opposés. 

a) Calculer l'aire S, de la surface colorée à l'étape n. 

b) Déterminer la limite de la suite (Sn) „> 1. Déduire. 


V La suite (Un) définie par ` Uo = -2 et pour tout ne IN ,U,,, 7 U, tn -n 
1) Montrer qu'a partir d'un certain rang : Un >n | 
2) En déduire lim О, . 


X +00 
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Ne o or" 


Et soit la suite (W, )définiesurINpar W, = V, ,, - V,. 
1) a) Montrer que (W, ) est une suite géométrique. 
b) Exprimer W, en fonction de n. 
c) Déterminer l'ensemble E des réels a pour lesquels lim W. =0 


2) Dans la suite on donne aut. 
3 


a) Montrer la récurrence que : pour tout neIN; V. dä . 
° 3 


n-l 
b) Calculer la fonction йеп; 5, =Y W, ,puis retrouver l'expression de 
k-0 


V, en fonction de n. 
c) Calculer lim Kë 


n-l 
d) Calculer en fonction de n, S => V.. 


k=0 





: U +8 

V Soit (U, )définie sur INpar:U,71 et U,,, =" 

( a) р 0 n+ 2U, +1 

1) Calculer U,,U,, U}. 

2) Soit f la fonction définie sur йе раг ere . 
2 2х +1 


a) Tracer la courbe de f dans un герёге orthonormé (04) ettracer 


la droite Ay =x . 
b) Construire à l'aide de la courbe de f et de Ales points de l'axe 
(o.i) d'abscisses respectifs U,,U,,U, ,U,. 


c) Que peut-on prévoir de la limite de la suite (0, ) quand n tend vers +œ. 


: | : -2 
3) Soit (V, )lasuitedéfiniesueIN par V, - = SCH 


n 





a) Calculer V,, V , V,. 
b) Montrer que (V, ) est une suite géométrique que caractérisera. 
c) Exprimer V, en fonction de n et déterminer sa limite quand n tend +œ 


4) En déduire alors U, en fonction de n et déterminer sa limite en +œ. 
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* Approximation de JD par des rationnels. 
Soient (U) so et (V, ) >o définieparU, =1 et V, =2 
2U, V, 
ан U +V. 
1) Montrer par récurrence que pour tout ne IN, О) 0 et V, 50. 
2) Soit la suite (W,). _„, définie par W, = V, -U,. 
a) Démontrer que үү. ïa AWS >, 
2(U, +V) 
b) Démontrer par récurrence que pour tout ne IN, W, 2 0. 


c) Démontrer à l'aide de a) que W, ,, SM 


n 


et V 0, V, ). 


n+l 72 





d) Démontrer par récurrence que pour tout n e IN, W, 43) : 
2 


e) En déduire lim W, —0 et quelimU, -lim Ус 


3 BU. 


МУ 


a) Montrer que pour tout ne IN ; U 
b) Démontrer que V,,, У, < 0. 

c) Montrer que la suite t, -U, .V, est une suite constante égale à 2. 
d) Déduire alors limU, =/2. 


n+l 


e) Calculer О, et V, et en déduire un encadrement de ./2 par deux rationnels. 


V Soit (0, ) la suite définie par U, =1 et pour tout ne IN, 
3U, +9 


Und = C SAT = 
2U, 


1) Montrer que U,,, —3 et U, —3 sont de signes contraires. 


n+l 


En déduire que pour tout pe N ona Up, <3<U;,,. 


2) En déduire que si (U,) converge alors lim О, =3. 


n—>+00 


3) Montrer que pour tout ne IN", U, 22. 


n-2 
4) Montrer que pour tout n > 2 ,On a О, - 3 43| : 
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5)En déduire que (U, ) converge et trouver sa limite. 


Soit f et g deux fonctions tel 


fx) =/x et g(x)=Vx+1 


pour tout entier naturel n, on note À, 

. et B, les points d'abscisse n qui 
appartiennent respectivement à 

б, et G, les courbes de f et g. 


que 





on pose U, = An B, 
a) Conjecturer la limite de U 


1 
b) Montrer que pour tout n de IN; 0, = ————— 
тер Ма+1 +/а 


1 
c) Montrer que pour tout x >1, 0 < U, <— 
y NA 


d) En déduire la limite de (U,) 
d Soit n € IN' , la fonction définie sur IR par 


f(x) = 1 +x - x°... x" et р la fonction définie sur IR — (1) par 
1 à хэн x 





g(x) = SS 


1) a) Calculer les dérivées des fonctions f et g. 
b) En déduire que pour tout a 1 


1+ 2а + 3a?+ ЖЕ gari na" (п+1)а" +1 
(a-1) 


А 2 225 2 MK 2 БУГ 
2) On construit un carrée de cóté 1 , deux carré de cótés ri 3 carrés de cóté 






: E 
NR n carrés de cóté —- 
2"! 


le cas п = 3 
On note A, l'aire total de la figure obtenue. 
a) Exprimer À, en fonction de n. 


NE 2 : 
b) On admet que Jim 287 0. Démontrer que (A, ),., converge vers un réel 


que l'on précisera. 
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Dans une réserve, une population initiale de 1000 animaux évolue ainsi : 
20% des animaux disparaissent (c'est le plan global de naissances 


et des décés) et on introduit 120 animaux supplémentaires. 
P, est l'évolution de cette population au bout de n années. 
1) Montrer que Р, = 0,8 р,+120 
2) Représenter les 4 premiers termes de la suites (ph). 
La suite (pn) est-elle convergente ? 
3) On pose V, = P, - 600 
a) Montrer que la suite (V, ) est une suite géométrique. 
b) Déterminer lim V, En déduire la convergence de (р,). 


4) Déterminer alors la valeur de stabilisation de cette population. 
Est elle rapide ? 


Ali et Wadi sont jumeaux . Ali qui est fumeur , dépense 600 dinars par 
an pour l'achat de ses cigarettes. Wadi qui ne fume pas , lui demande 
d'imaginer les économies qu'il réaliserait s'il plaçait cette somme plutôt que 
de continuer à fumer. 

Il lui propose de déposer tous les ans , le 17 janvier , cette somme de 600 

dinars sur une compte rémunéré à intéréts composés par la banque au taux 

annuel de 3 %. La banque ajoute chaque année, le 31 décembre, les intéréts 
acquis sur le compte. 

Le 1*' janvier1999, il verse 600 dinars et les intérêts acquis sont capitalisés le 

31 décembre 1999, Tous les ans, le 17 janvier, il verse de nouveau 600 dinars 

1) Quelle est la somme disponible sur le livret aux dates suivantes ? 

a) Le 3 janvier 2000. 
b) Le 3 janvier 2001. 

2) On noteU, la somme disponible sur le livret le 3 janvier 1999 et on désigne 
par U, la somme d'argent disponible sur le livret le 3 janvier de l'année 
1999+ n. 

Montrer qu'on а la relation U,,, = 1,03U, + 600 

3) Soit (У,) la suite d définie , pour tout entier naturel п, par V,= U, +20 000. 
a) Montrer que la suite (V,) est une suite géométrique dont on précisera la 
raison et la premier terme. 

b) En déduire l'expression de V, en fonction de n puis celle de U, en 
fonction de n. 

4) Wadi affirme qu'en moyenne , un fumeur s'arréte de fumer aprés avoir 

fumé pendant trente ans. 

De quelle somme Ali aurait -il pu déposer le 3 janvier 2029 ? 
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CORRIGES 


N ⁄ 1) Faux : contre exemple U, = -1 < (-1) € 1 
(U,) c'est une suite bornée mais n'est pas convergente. 


Iss 
2) Faux : contre exemple U, = -n? опа -n^ < 0 <= etlim U, =— oo 
n +0 





3) Vrai : U, = (0,99)" est une suite géométrique de raison q = 0,99e]-1, 1] 
donc lim О, =0 d’où (Un) converge vers 0. 


4) Vrai : W, = sin n n'admet pas de limite à l'infini donc (W,) est divergente. 
5) Faux: U, = -(5)" 
limU, =- о carq=5>1 et U, =-1<0 


6) Faux : U, = n et V, A 
n 


lim V, =0 et lim V, =+ œ maislimU, . V, -lim d L =1#0 


Ж 


7) Faux : б, +; ; Un -U, =—=>0 donc (О) est croissante. 
l° Gy je. d l 
U, XG y "ra c — є ]-Li[alorslim(—)"" 20 
| 2 2 . + 72 
2 


d'oülimU, =2#+00 


+» 


8) Vrai : si u converge alors іт U, ={({finie) or U, 20 donc £20 











U 
lim V, = lim 2 ыг, d'où СУ, )converge vers E 
n— +> n+ LAU, 1-2 1-1, 
Z 1) La réponse est h: lim U, = lim = lim SE 
n6 пэ+о 2n-5 noe 24 2 
-1 _(-1)' 1 
2) La réponse est Ы: on sait que -1 < (-1) € 1 alors —— < <— 





n+] n+] 1-1 


n 





Comme lime im 0 alors f 59-0 done Na: U, =5 


noe n+] »—-n-]l 124» gp +] n—>+0 
n* si nest pair 


3) La réponse est (al :У,-(41У nf = SÉ ЭР 
-n Ssinestimpair 
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donc (V,) n'admet pas de limites. 


-1 Sinn 1 
4) La réponse est [b : ona-l<sinn <1 >—<——<— 
n n n 


Comme lim = lim 21 donc lim 222-0 d'où (Ux) converge vers 0. 
n 


П +00 n nñ— +o n n+% 
2 1 : 
5) La réponse est (al : Unt — U, t »0 alors (U,) est croissante. 
n 


6) La réponse est k : Un < 2 donc U, est majorée par 2. 


1 n 1 1 
1) t€ 5) est une suite géométrique de raison - 5 


езер donc lim EN —0 pat suite lim EN +2=2 


3 
2) U, = = =3 y ly est une suite géométrique de 


raisonq=—e]- LI donc lim U, =0 


3) U, = (-7)" est une suite géométrique de raison q = -7 < -1 
donc lim U, n'existe pas . 


4) U, = Е y"z(ccy. єз) est une suite géométrique de raison q = 3 «-| 
donc (U, ) n'admet pas de limite . 
5) Ú, = (cos 3)" + 4 or lim 27 еї (cos 3)" est une suite géométrique 
п пэ +00 п 


deraison q=cos 3 e 1-11 donc lim (cos3)" =0 parsuite lim U, =0 


1 
6) lim U, =limn° M c car lim n° +n=limn? =+œ et lim —=0 
+0 үү 


Z 1) On a -1xcosnxl et 2n+3>0 alors -1 <.9050 2 1 
2n+3 ^ 43 2n +3 





cosn _ 











et lim im — | 70 donc lim U, = lim 
n24 2n + 3 nto 2n 4-3 n—+0 n24 2n +3 


2)Опа:-1 < sinn< lalos 1<2+sinn< 3orn2+1>0 

















1 2+sinn 3 
alors < < 
n?+1 n?+1 п? +] 
: е 2+sinn _ 
Comme Im =0 et lim = 0 alors lim U, = lim —— 
пә+е үү +1 n—+0 n? +1 n->+œ0 n? +1 
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3)-1x C1? x 1 2 6< (-1)"+7< 8 or 4^ 43320 
211257 M RE e. 
4n? 402-3 4-3 4n?+3 " 4n*+3 


lim —0 et lim =0 donc lim U =0 
Comme һэ+о 4n? +3 no 4n? +3 n-y4oy ^" 














alors 








4) Опа -i< cosn< 1 n-1< n+cosn< n+1 
et comme Jim n- 1 =+ оо alors lim n+cosn = lim U, =+% 


n->+0 


"E 1 
Хун ЯГ ЭР? EGG or GY et Су sont 2 suites 


— : : No ER e š 
géométrique de raison respectives 3935 qui appartiennent à ]-1, 1[ donc 


lim = NE = lim (= 2 yn =0 d'où lim О, = 0 donc que (U,) converge vers 0. 


n» 


b) U, = 5 - J2y est une suie géométrique de raison q =1- 42. =- 0,4 € FH, 1| 
Donc lim U, = 0 d’où (Un) converge vers 0. 

c) • (L,5)" est une suite géométrique de raison q = 1,5 € Ї, +œ [ de premier terme 

1 Donc lim (1,5)" =+% 

° et Jim n? =+ donc lim U, =+ par suite (U,) est divergente. 


Ç a) Pour chaque entier n> 1, puisqu'à chaque étape, on ajoute une portion 
colorée égale à la moitié de la moitié de celle ajouté à l'étape précédente. On 


additionne n termes consécutifs qui forment une suite géométrique de raison Л 





Ces 
1 1 1 127 12 p^ РУ. 
d'où S, =—x(1+—+—-+..+——)=— =“(1-(—)' 
` 2 4 4 qu) 2 11 3 C 


b)q => e]. alors lim G) =0 donc lim S, = d'oü S, converge vers =. 


N -——— — E 
Ў > 3 

Montrons par récurrence que pour n > 3. Supposons que U, > 3 pour 
U, > 3et montrons que Unm >n + 1 

U,>n = U,+n-n>n+n-n > Um >n 
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Et commen »3 > n° -n-1>0 par conséquent Un >n'>n+1 
Conclusion Vnz3, U, 2n 


2) Pour tout n23 опа О, 2n et lim n--oo alors lim U, =+% 
Ç V =1;У, =3 
У.а: AV +(1-a) V, 


(W, Jest définie par: W, = V,+ - V,. 

1) a) Wau = Vp Van =a Vau H1-8) V, - V, 
=(a-1) V.  +(1-a) V, =(a-1)] V,., - V, ]=(a-1) W,. 
Donc (W, ) est une suite géométrique de raison q =a -1. 
b) W, = W, .q" ; W, = V, - V, =2 d'où W, =2(a-1)". 


c) lim W, =0 siseulementsia-1e]-1,1[; 


X—>+00 


-1(a-1(1 < 0(а(2 d'oùE=]0,2|. 


La suite (V, est définie zi pour toutn € IN. 


2) a)Montrons par récurrence que : « pour tout ncIN;V, -7-62) .» 


0 
* Pour n20; V, =7 «2 =1 donc la propriété est varie pour n = 0. 
3 
2 n 
* On suppose que : V, 77-6 3 pour tout n e IN , montrons que: 


n+1 
Vari -1-43| .Ona:W, =V. 4 - Va © V. =W, + V,. 


etparsuite: V. =2( 5-1 el? -43| +7-6(3) 
3 3 3 3 
n n n+1 ntl 
=7-4(2) rnb? ed d'ou V, =7-6[®) . 
3 2 3 \3 2 X3 3 
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* Conclusion ` Donc pour tout oe IN V, =7-6 


PTS TN 
Q | t2 
з 








нэг хээ 12142048) 


1-4 22 3 3 
3 
n-i n-l n-l 
* Ona S => W, => (v k+1 ” V. )= Y M ep УМ, 


к=0 0 k=0 


k= 
(V, EV, ++ Vp HV. )-(V +V, +V, +.. BEA -V, 


0* 
` 2 
d'où S, -V,-1 (1); d'autrepart S, -- BIK J) 


D'aprës (1)et (2), V, aed B КҮ = BE D'al? +1; 
Р ү 
et parsuite:V, —7 SÉ pour tout n e IN. 
ZN: |. s fa) 
c) lim V, = lim K9 E lim 7- lim d 


=7-6 lim (2) =7-6x0=70ar <e}, 1[. 


x—> +o 


өВӨ 088607 
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b) Le point Mo de la G, d'abscisse Uo à pour 
ordonnée f (Uo)= Ui, la parallèle issue 
de M, à l'axe des abscisses coupe A en 
M, (Ui, О) et M | se projette donc sur 
l'axe des abscisses au point d'abscisse 
U,. On récurrence la même construction 
pour avoir U, et Us. 

c) Le dessin montre que la suite (U,) 
semble s'approcher de plus en plus vers 
l'abscisse du point d'intersection 
det, et A. 

Donc (U,) semble tendre vers 2. 

Dei. 1 _1 ET- 








UH „ 
bi e E 
(U,+8)+2QU,+1) 50,410 





ntl n -2 
2U, +1 
= -3(U,-2) _ 3 
5(U,+2) 5 " 


С> (Vn) est une suite géométrique de raison vl et de 1° terme V 





с) Ve Vo 
` % 
d'oü veel Al (5) Zone ela donc lim V, -0 
11:42 
4) V == co V..(U +2)=U -2 
"U 42 „ (U,+2)=U, 
2 3 
Et +2 
E еа Шош 22 e B se s 
ER " i кетүү 1. 3, 
v dese) 
3` 5 
-2(-2)" +6 
d'où U,-—3À — | 
3+( =)" 
( =) 
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+ 
Comme lim V, —0 alors lim U,= lim 2N 


X0 x xƏ+o ].V 
n 


=2 


On retrouve alors le résultat espéré à la question 2/ c 


1) Vérification pour n 20: V, =2)0 et U, =1)0 


donc la propriété est vrai par n = OSupposons que О, 0 et У, 50 
Montrer que U,,,)0 et V.., )0 
2U,.V, 


ong; U,,,-——— commeU, )0 et V.) OalorsU, V, )0 et U, +V, )0 
U +V 


d'où U, )0et V, , = (u, +V, ))0 


ainsi d'aprés le principe de récurrence on a Vn IN, U,)0 егУ,)0 
2) a) W. =V,- U, 


n+] 


100 (920, V, _б+уу-аш,у, (UV) _ Ww? 
2` " " U +V, 2(U, +V.) 2(U,-V,) 2(U,+V,) 


b) ona: w,=V,-U,=120 

Supposons que W, > 0.Montrons que W, ,, > 0 
W 2 

W. = => 

2(U, * V,) 


d'où d'aprés le principe derecurrence Vne IN, W, 20 


comme W? 20 etU, 20 et V, 20alors W, ,, 20. 


c) Wa ха 
2(U,+V,) 2 U,+V, 
Comme U, 20>-U dors V. +U, 2 V, -U, or U, +V.) 0 
d) 
w 


n 














W, «M. Soit WS 
ULM 2 





Soit V, CU, < 1 oü encore ЫГ 
U +V U +V 


n n n 


Ré, s 


— 


ona: W, 4411) зорро que w. d et Montrons que w s 
2 AE 


2 
n n n+l 
ona: WaS 2", et W, Ë] donc №. < 5 p -() 


d’après le principe de récurrence on a Yne IN, W 43) 
"2 
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2) Ona W >0 et W <) alors 0< w. <(2) 
n n 2 1 


Comme (+ -0 саг e]-1,1[donclim W, =0lim W, =0 or W, =V, -U, 


x 2 
donclim V, -U, =0 d'où limU, =lim V, 
SE: 72 2U, V, -U, _2U, V, -U; -U, V, 
U, +V, U, +V, 
„ШАШ... ШЕП). Пу 
DAN = U,+V, U+V, 
or W, 20, U, )0 etV,)0 donc U,,, -U, 20 2 U,,,2 U, 





1 VU. W 
b) V... Va = (0, +V,)-V, ee 5—50 car W, > Od'où V. , - V, «0 
с) ona U,.V,-2 
SupposonsqueU,.V, =2 et MontronsqueU,,, У,.=2 
UV e SS 1(U,+V.)=U, v, =2 
0, ЖУ, 2 


donc d'après le principe de récurrence nV e IN, U, V, —2 estuneconstante. 
d) limU, =lim V, =ê et U, V, -2alorslimU, V,=2 
Soit ^ -2 <> 4-42 ог = 2 0rU,)0 24)0 dief Ges 2 





e) U, - 200% Vot et V, -l(u,*v,)-2 
UV 3 2 2 
2 _ 2U V, 24 et V, -1(9 +V, yt 
U,+V, 17 12 
816 577 941664 665857 
U,-——-et V,=—  ;U,- et V, — 
577 ° 408 ^ 665857 ^ 470832 


U, (2 2 -4(Ү, car U, est croissante et V, est décroissante ` 
U, =1,414231562371 

V,=1,414213562374 оғ U, Gf2 (V, 

d'où 1,41423 1562371(/2 (1,414213562374 
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3 9-60 -3 9 
ÇA Чын cuu Ышш ee pee 


2U 2U 


n n 


-3 
V 735 7 1069) 


“Montrons par récurrence que pour tout ne IN,U, >0. 


@Pour n-0 ,0,-1»0 


*Supposons que О, > 0 ,montrons que U,,, > 0 
U, +9 

Du cQ >Ocar U, > 0 
2U 


n 


+ Conclusion: Pour tout ne IN, U, > 0 





donc 2 <0 et comme on a : ÜU. _3=— (U, -3) 
2 2U 


n n 


doncU,,, -3 etU, —3 sont de signe contraire. 


*Montrons par récurrence que pour tout pe IN ona: О, <3<0,, 1. 
$Pour p=0 ; U, «1 etU, =6donc ona: 0,530, 


€ Soit p є IN „supposons que О, <3 < U,,,, et montrons que 
U «350 


2p+2 ` 2р+3 ' 


Опа: О. -3 et U, —3 sont de signes contraires donc pour 


п=2р+1 ona: U54,,—3 et U5,, —3 sont de signe contraire 


OrU,,,, -320 d’après l'hypothèse de récurrence donc 


2p+l 
Оо —3<0 et par suite О, x3. 


De même pour n=2p+2 onaU;,,, —3 et U,,,, —3 sont de signe 


contraire ог U,,,, -3<0 donc U,,,, -320. 


C'est-à-dire 3<U d'où Up <3<U,,3. 


2p+3 


Conclusion ` pour tout pel опа: Ú, 5350, 1. 


332 


Limites des suites réelles Solutions 


2) Si(U,) converge vers £ alors (U;,) converge vers € et (U5,,,) converge 


vers l ona: Uj, S3< Uyu 


2p41 


d’où Ll <3 < # donc £{ = 3 

3) OnaU,, 53450, 

*Sinestimpair, U, 2U5,,, 2322 donc О, 22 

* Sinest pair, О, =U,,, montrons par récurrence que 0,, > 2 pour tout 
peN”. 


3U, +9 ru, E 
U, 2U, 





ФРошр-1 , О, = =6donc U, =Z>2 vrai 


% Supposons que 0,, 22, montrons que U,,,, 22 


_ 3U2p +9 R 3Uzp +9 -4U zp _ -Up +9 


rS E a те 20.2 
Uata, _ 3U, 79 -18U;, 
NEEDS К SEL, 4150, -9 
30» +9 60,, +18 6U, +18 
2U,, 2015, 


Опа: 0,,22«5150, 230 «э150,,-9221»0 
de même U,,22 «60, 212 «60, 41823020 
donc U;,,, -220 et par suite U,,,, 22 

** Conclusion : Pour tout p eh ,U,, 223 

Ona: U,,,,22etU,, 22 pour tout pe N° 


donc U, 22 pour tout n e IN”. 


n-2 
4) Montrons que pour tout nz 2 опа: [U, - 3 < B 
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“pour n=2, 





0 
ЕЕС u. -3<(2) =1 vrai 
4 4 4 





n-2 n-1 
On suppose que |U SER et montrons que [U EB е 
n 4 n+ 4 











= (UL E EUR -3. 
20. 2U, 


—— 
2U, 2U, 


On a: V 20300-5422 азда 
2U„ 4 2U, 4 


n 


n-2 n-1 
at энд л ien -44077-0) 


n-2 


n-l 
et par suite Lë _ 3 43 .Conclusion [U, _ 3 4 d pour tout n22. 


4 
-2 n n 
5) On aju, -3<(2) B et im (2) =0 
4) (a эзе 4 


donc lim (О, -3)=0 etpar suite lim U, =3 
n-4o п +оо 


NY a) Lett, se rapproche indéfiniment lorsque on prend des grands 


valeurs donc la conjonction est que lim U, =0 
b)OnaA, є; > A,(n,f(n) et B ec, = B,(n,g(n) 


donc О, = A, B, =Ë (f(x) - gx) =|f(n) = g(n)| Comme с, est au dessous du C, 
Donc U, = g(n) - fn) = fn 1 -vn 

(Vni n) n tin) ` ntl-n ` 1 

р Ма +1 +/n Уатта Votten 
c)Onsaitquen+1>n &Vnti>Vn donc Ма+1 + уа > Jn n. 


Soit уп+1 +уп > 24а Par suite 0 < 1 


1 
= 
Ма+1 + Jn 24а 


1) а) * f est une fonction polynóme donc dérivable sur IR et 
{'(х)=1+2х+3х°+...+хх "7 
* g est une fonction rationnelle donc dérivable sur IR — {1} 
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-(:41)х".(1-ху-14-х"" nx" -(n-1)x"'! 





et g'(x) = d'où g'(x)= 
SG (13) SG (x 
b) f(x) = 1+ x +...+ x" c'est la sommation des termes consécutifs d'une 
nti 
suite géométrique de гаіѕоп 9 = x pour x #1, f(x)- : ` 
-х 


Donc Vx =1,[(х) = g(x) par suite f'(x) = g'(x) 
Donc pour tout a #1 ,f' (а) = g' (a) 
1 _ na - (n *1)"! 


(1-а)? 
гү ү 1 

2) а) A, l'aire total de la figure =] + 21) + EN + + d J 
2 22 22 


Soit 1 + 2a + 3a? +... + na" 





2 n-l 
Bg qs БЭЭ tnl EE +.+n(2) 
4 4 4" 4 4 4 
On remarque que A, = f (2) Сотте Ё (2 = ТӨ 
4 4 4 


Alors A, Aer À, SÉ E E] 
1. | 
4 


4n 16 1 16 


A, => Mau dob À = 32 8 2242 
4 34 94 9 


b) lim ——.— 0 et lim H = 0 car p est une suite géométrique de 


пэ+о 4n zreck 4 
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T 1) po 71000 et puisque 20% disparaissent des animaux chaque années il on 
reste 80%. 
Et comme n et n+1 sont deux années successives et puisqu'on introduit 
120 animaux supplémentaires alors P, 0,8 P, +120 
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Limites des suites réelles Solutions 


2) on trace la droite y = x et la droite 
y = 0,8 x+120 
Le graphique nous persuade que la suite | 
(P,) semble converger vers SN PI A 
l'abscisse du point d'intersection des 
deux droites ( y = x et y = 0,8 x +120) 
х= 0,8 x +120 <> x =600 alors la suite 
(Р,) semble converger vers 600. 
3)a)V, =P, — 600 Alors Na Bau -600 = 0,8 P,+120 - 600 Donc Na: 0,8V, 
Par suite (У,) est une suite géométrique de raison (0,8) . 
b) lim V, = 0 car (Vn) est une suite géométrique de raison q = 0,8 «1-1, 
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* lim P, = lim V, +600 = 600 car lim =0et V, = P, -600 
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4) l'effectif de la population se stabilise sur la valeur 600 cette stabilisation 
est relativement rapide puisque шо = 643 et u = 605 et uzo = 600 


Ç 1) a) le 3 janvier 2000, la somme disponible correspond à la somme 
versée le 1“ janvier 1999 augmentée de ses intérêts et à la somme versée le 


1* janvier 2000 soit 600 D (i +) +600D 


La somme disponible le 3 janvier 2000 est 1218 dinars 

b) Le 3 janvier 2001 la somme disponible correspond à la somme disponible 
augmentée le 3 janvier 2000augmentée de ses intérêts pour l'année 2000 et à la 
somme versée le 1“ janvier 2001 soit 1218D x 1.03+600D 
La somme disponible le 3 janvier 2001est 1854,54 dinars. 

2) La somme п. disponible le 3 janvier de l'année 1999 +n +1 correspond à 
la somme disponible le 3 janvier de l'année 1999 + n augmenté de ses 
intérêts pour cette année et de la somme versée le 17 janvier de l'année 
1999 +n +1. | 
On a bien u1= 1,03u, + 600. 

3) a) Pour tout entier naturel n, on a : 
Va = Un. 20 000 = 1,03u, + 600 + 20 000 =1,03u,+20 600 =1,03 (и, +20 000). 

On a Vv mi = 1,03 v donc la suite (v,) est géométrique de raison 1,03 . 

Son premier terme est vo = ug +20000 = 20600. 

b) On a v, = v,x1,03* 220600x1,03" 


et u, = v, -20000-20 600x1,03" — 20000 


4) La somme dont Ali aurait pu disposer le 3 janvier 2029 est uso soit environ 
30001, 61 dinars. 
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Cycle de l'enseignement secondaire Sy ээх А). Р 
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